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16. HIDRODINAMICA: LIQUIDOS EN MOVIMIENTO

Capitulo 16 del libro “Problemas de Fisica”, el cual, junto con otros materiales de Fisica y
Quimica y de Didactica de las Ciencias Experimentales, se puede descargar libremente
desde la pagina web: didacticafisicaquimica.es (siempre citando a los autores).

Salvador Martinez Sala. Jaime Carrascosa Alis. (Durante Pandemia 2020)

Hace ya muchos afios que, de forma experimental, se pudo establecer que cuando una tu-
beria por la que circula un fluido (como, por ejemplo, agua) se estrecha, la rapidez con que
circula dicho fluido aumenta, mientras que la presion disminuye (y al contrario cuando la
tuberia se ensancha). Estos hechos tienen un gran interés, dadas sus consecuencias en
campos muy variados, que van desde la circulacién sanguinea a la sustentacion de los
aviones en vuelo. La basqueda de explicaciones tedricas a los mismos, condujo a dos ex-
presiones de gran importancia en hidrodinamica: La llamada Ecuacion de Continuidad, en
la que se establece una relacién general entre la seccidn de la conduccion por la que circu-
la un fluido y la rapidez con que este se desplaza, y el Teorema de Bernoulli en el que se
establece una relacién entre presion, velocidad y altura en los distintos puntos de una con-
duccion. En la siguiente cuestion, nos plantearemos la obtencion de dichas expresiones,
las cuales utilizaremos reiteradamente en los restantes ejercicios del capitulo.

1. La figura adjunta representa parte de una tuberia por la que circula un fluido ide-
al (incompresible y sin viscosidad), en la que se produce un estrechamiento. Supo-
niendo que el régimen sea estacionario®, obtened la relacion existente entre:

B

S, X A

xS,

a) La seccion “S” de la tuberia y la rapidez “v” del fluido
b) La presion “P” ejercida por el fluido y la rapidez con que este circula

! Se considera régimen estacionario cuando la velocidad del fluido en un punto cualquiera de su recorrido
sea constante (aunque pueda no ser la misma en distintos puntos).
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Lo que se pretende en el primer apartado de esta cuestion, es averiguar qué tipo de rela-
cion existe entre la rapidez con la que se desplaza un fluido por una tuberia y la seccién de
la misma, en distintos puntos del recorrido.

Una posible estrategia serd buscar algo que permanezca constante durante el movimiento
del fluido a lo largo de una tuberia en la que la seccién de la misma varie de alguna forma.
A este respecto, no cabe duda de que si no hay aportaciones extra ni se produce ninguna
pérdida en el tramo considerado, al tratarse de un fluido incompresible (la mayoria de los
liquidos se pueden considerar aproximadamente como tales), si consideramos como siste-
ma el fluido comprendido entre las secciones de los puntos A y B en un instante determi-
nado, al cabo de un cierto tiempo (At) dicho sistema se habra desplazado ocupando el vo-
lumen delimitado por las secciones que contienen a los puntos A’ y B’ (ved figura 1 si-
guiente) y, en esas condiciones, deberd cumplirse que la masa de fluido entre A y A’ ha de
ser exactamente igual a la masa de fluido existente entre By B’.
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Figura 1

La conclusidn anterior, se puede expresar como:

AMyy =AMgg = p-AVyy = p-AVgg — AV, =AVgg — S, - AXyy = Sg - AXgg

En las expresiones anteriores, AV es el volumen ocupado por cada masa, p la densidad del
fluido (constante al ser incompresible), S la seccion del tubo y Ax la longitud correspon-

diente a cada caso.

Por otra parte, debe cumplirse:
AXpp =V, - At
AXgg = Vg - At

Y sustituyendo en la ecuacion anterior:
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Sp My =S - AXgg — Sp -V -At=Sg-vg-At — S,-v,=S;-vp; (1)

La expresion (1) obtenida se conoce como: Ecuacion de Continuidad (establecida por
Leonardo Da Vinci).

El producto de la seccién del tubo por la rapidez con la que se mueve el fluido (S-v), re-
presenta el volumen de fluido que circula por unidad de tiempo (lo que se conoce como
caudal o gasto), por lo que la ecuacion de continuidad, lo que establece es que:

En toda conduccion, sin fuentes ni sumideros, el volumen de fluido que atraviesa cual-
quier seccion por unidad de tiempo, es el mismo.

Y, como consecuencia:

Alli donde la seccidén sea menor (por ejemplo, donde una tuberia se estreche), la rapidez
con que se circula el fluido serd mayor (y viceversa).

En cuanto a la segunda pregunta, en este caso, se trata de buscar una relacion entre la pre-
sion “P” en el interior del fluido que circula por un conducto y la rapidez a la que lo hace:

Al igual que anteriormente, supondremos que el movimiento es en régimen estacionario,
el fluido incompresible y su viscosidad es lo bastante pequefia como para que podamos
ignorarla. Puesto que se trata de una situacion dindmica donde intervienen magnitudes
como fuerza (debida a la presion) a lo largo de una trayectoria determinada y velocidad,
podemos intentar encontrar la relacion que buscamos mediante consideraciones de trabajo
y energia.
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Figura 2

Considerando la misma situacion inicial (mismo sistema, igual intervalo de tiempo, etc.)
gue anteriormente, vemos que al despreciar la viscosidad (y, por tanto, los rozamientos),
las Unicas fuerzas que acttian sobre el sistema son:
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F, = Fuerza que el resto del fluido, debido a la presion, ejerce sobre la seccion en el punto A
F. = Fuerza que el resto del fluido, debido a la presion, ejerce sobre la seccién en el punto B
preso = Fuerza gravitatoria con que la Tierra atrae al sistema (no representada).

Aplicando el teorema de las fuerzas vivas al sistema, a lo largo del desplazamiento expe-
rimentado durante el intervalo de tiempo At, tendremos que:

W, =AEC —» F,-AX,, —F Mg +W . = AE, (2)

peso

La fuerza Fp actua sobre el sistema en el sentido del desplazamiento, realizando un trabajo
positivo, dado por: Fa'Axaa.. Dicho trabajo, se puede expresar en funcion de la presion
como: Pa:Sa‘Axaa

La fuerza Fg, al actuar en sentido contrario al desplazamiento, realiza un trabajo negativo,
dado por: -Fg-Axgg: Yy expresado en funcién de la presion: -Pg-Sg-Axgg:

Para la determinacion del Wpes, y del AE;, descompondremos el sistema considerado en
dos volumenes: el comprendido entre A y A’ y el comprendido entre A’ y B. De este mo-
do, todo sucede como si en el intervalo At, el volumen de fluido comprendido entre A y
A’ se hubiera desplazado hasta ocupar el espacio comprendido entre B y B’, mientras que
el fluido comprendido entre A’ y B no habria sufrido modificacion alguna. El efecto resul-
tante es, pues, mover una masa determinada de fluido (Amaa> = Ampgpg:) desde A hasta
B, con lo que:

Wieso =—AE, =—(AMgg - g-hg =AM, -g-h,) = p- Sy AXpx -9y —p-Sg - AXgg - g - g

peso

1 1 1 1
AE :EAmBB"Vé _EAmAA"Vi = EP'SB - AXgg Vg _EP'SA'AXAA"Vi

C

Sustituyendo todas las expresiones en (2) y agrupando, se obtiene:
1 1
SPRAVIVE PA+EP'VA+P'g'hA = Sg Mg - PB+EP'VB+p‘g'hB 3)

Ya hemos visto anteriormente que: S, - AX,, = S - AXgg:
Teniendo en cuenta la igualdad anterior, podemos simplificar en (3) y nos queda:

1 .2 _ 1 .2
PA+Ep~VA+p~g~hA—PB+Ep-VB+p~g~hB 4)

Como se puede comprobar, todos los sumandos de la igualdad (4) anterior, son presiones
(se les conoce como presion estatica, cinética y geométrica, respectivamente). Dicha
igualdad es la Ecuacion de Bernoulli, en la cual se establece que:
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En cualquier conduccion por la que circula un fluido ideal en régimen estacionario, se
cumple que la suma de las presiones estatica, cinética y geométrica, tiene el mismo valor
en todos los puntos de la conduccién.

Fijémonos en que la conclusion anterior implica que, si la altura no cambia, todo aumento
de v debe ir acompafiado de una disminucién en el valor de la presion, tal que la suma
anterior siga valiendo lo mismo. Esto explica muchos fendmenos que ocurren en la vida
cotidiana. Por ejemplo, el aire asciende por una chimenea en la que se ha encendido el
fuego, no solo porque esta méas caliente que el aire exterior y es menos denso sino, tam-
bién, porque el viento en la parte superior hace que la presion en esa zona sea menor que
en el interior de la casa (més velocidad — menos presion). El Teorema de Bernoulli, tam-
bién contribuye a explicar (en parte) la sustentacion de los aviones. En efecto, en los avio-
nes, la forma de las alas (ved figura 3, siguiente) hace que el trayecto recorrido en el
mismo tiempo por las lineas de corriente del aire obtenidas al adoptar el ala como sistema
de referencia (por tanto, en reposo), sea mayor en la parte de arriba de las mismas (curva-
da) que en la parte de bajo (plana). En consecuencia, la velocidad de dichas corrientes
debera ser mayor arriba que abajo. De acuerdo con el teorema de Bernoulli, esto implica
que la presion Pg sobre la parte inferior de las alas y, consecuentemente, la fuerza Fg debi-
da a ella, tengan valores mayores que la presion P y la fuerza Fa que actlan sobre la parte
superior de las mismas. Se obtiene asi una fuerza resultante (fuerza de sustentacion) hacia
arriba, sobre cada ala (no representada en la figura).

Figura 3

En el automovilismo el mismo efecto se aprovecha en sentido contrario. En efecto, los
vehiculos de carreras se disefian para enviar la mayor parte del aire contra el que chocan
por debajo de ellos. Asi se obtiene una fuerza resultante vertical y descendente sobre el
vehiculo, mejorando su estabilidad sobre la pista.
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Como ya hemos indicado, a los sumandos presentes en la ecuacion de Bernoulli, se les
conoce como presion estatica, presion cinética y presion geométrica respectivamente (to-
dos ellos son presiones). No obstante, la ecuacion (4) es el resultado de dividir la ecuacién
(3), en la que todos los sumandos son energias, por un volumen (dado por S-Ax). Por tan-
to, los sumandos de la ecuacion de Bernoulli también representan energias por unidad de
volumen y asi podriamos hablar de energias por unidad de volumen debidas a dichas pre-
siones.

Otra forma habitual de expresar la ecuacion de Bernoulli es la que resulta de dividir dicha
ecuacion por el producto p-g:

2
Pa +1V—A+h =

R 1v
p9 29 £-9

hy (6
zg+s()

Como se puede comprobar, ahora todos los sumandos tienen dimensiones de longitud, de
modo que se les conoce como alturas o cargas, respectivamente de presion estatica, ciné-
tica y geométrica y, aunque en el sistema internacional la unidad es el metro, en ingenieria
hidraulica se le denomina “m.c.a” (metro columna de agua).

Finalmente, sefialar que los sumandos de la ecuacion de Bernoulli expresada mediante la
ecuacioén 5, representan, también, energia por unidad de peso (al haber dividido energia
por unidad de volumen, por p-g).

Podemaos, ahora, ir un poco mas alla y plantearnos:
¢, Como se modifica la ecuacion de Bernoulli para poder aplicarla a un fluido real?

Para responder la pregunta anterior, es preciso tener en cuenta que los fluidos reales pre-
sentan viscosidad. Ello implica que tienen un determinado rozamiento interno, existiendo
fuerza de rozamiento entre las diferentes capas de fluido que se mueven unas respecto de
otras’. En los liquidos esto se produce principalmente debido a fuerzas de cohesion entre
moléculas y en los gases a fuerzas de colision. Ademas, también existe rozamiento entre el
fluido y las paredes del conducto por el que circula. Como es l6gico, estas fuerzas de fric-
cion realizan un trabajo (negativo) que se traduce en una pérdida de energia mecanica, lo
que modifica la ecuacion (4) anterior, en la forma:

2 Ese rozamiento interno hace que las distintas capas del fluido se muevan con diferente rapidez. En este
caso, Va Y Vg representan la rapidez media en cada seccion recta (Sa y Sg).
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1 1
PA+§,0-V,§+,o-g-hA:PB+E,0-VI§+,o-g-hB+Pf (4-b)

En esta ecuacion (4-b), el término “Ps” representa la energia por unidad de volumen perdi-
da en el desplazamiento entre A y B. Este sumando tiene unidades de presion y recibe el
nombre de pérdida de carga o pérdida de presion debida a la friccion.

La expresion (5), se ve afectada por la existencia de friccion, en la forma:

2 2
Pa +1VA +h, =_Pe +1V—B+hB+hf (5-h)

pg 29 " pg 24

En esta ecuacién (5-b), el sumando h; representa la energia por unidad de peso perdida en
el desplazamiento entre A y B. Tiene dimensiones de longitud y recibe el nombre de
pérdida de carga o pérdida de altura, debida a la friccion.

Para el calculo de la pérdida de carga debida a la friccion dentro de una tuberia llena, exis-
ten distintas expresiones obtenidas empiricamente. La mas utilizada es la de Darcy-
Weisbach, segun la cual:

'L-vz
2Dg

h, = f

En la igualdad anterior, f es un factor de friccion (que depende de las caracteristicas de la con-
duccion y naturaleza del fluido), L es la longitud de la conduccion, v es la rapidez con que se
desplaza el fluido, D el didmetro de la conduccion y g la intensidad del campo gravitatorio.

La formula de Darcy-Weisbach tiene la ventaja, con respecto a otras expresiones empiri-
cas, de ser aplicable a los diversos tipos de flujo hidraulico que pueden darse (laminar,
transicional, turbulento), debiendo el factor de friccion, f, tomar los valores adecuados,
segun corresponda.

En las conducciones hidraulicas es habitual intercalar bombas (dispositivos que suminis-
tran energia al fluido) y también turbinas (dispositivos que extraen energia del fluido).
Tiene, pues, interés, plantearse una Gltima cuestion:

¢Como se modifica la ecuacion de Bernoulli en caso de que en la conduccion existan
bombas hidraulicas y/o turbinas?

Cuando apliquemos Bernoulli entre dos puntos de una conduccion entre los que exista una
bomba, deberemos considerar la aportacion energética de la misma. En tal caso, si expresa-
mos Bernoulli (4-b) en términos de altura (energia por unidad de peso) quedara en la forma:

P 1
pg 2

Va

Vi Py , 1 Vi
g

+h,+h =—+=--—+h;+h 6-a
A b m 2 g B f ( )

En la ecuacion anterior, h, (altura de la bomba) representa la energia por unidad de peso,
suministrada por la bomba.
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Anélogamente, si entre los puntos a los que aplicamos Bernoulli existe una turbina, debe-
remos considerar la energia que se extrae. En este caso, la ecuacion de Bernoulli (4-b),
expresada también en términos de altura, quedara en la forma:

P 2 P 2

PolVan 2P 1V hoihon 6b)

P 29 A 29

En la ecuacion anterior, h; (altura de la turbina) representa la energia por unidad de peso
extraida por la turbina.

Naturalmente, en el caso de que en la conduccion exista una bomba y una turbina entre los
puntos A 'y B considerados, la ecuacion de Bernoulli, debera contener tanto h, como h:

2 2
i+1-V—A+hA+hb:i+1-v—8+hB+hf+ht (6-c)
Pg 29 P 29

A continuacion, vamos a plantear y resolver distintas situaciones practicas, aplicando los
conceptos y expresiones introducidas en este ejercicio.
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2. El chorro de salida de agua de un grifo tiene una seccién circular de 2°6 cm?y una
velocidad de 2 m/s. Determinad su seccion cuando haya descendido 10 cm.

La disminucién de la seccion transversal que experimenta un chorro de agua o cualquier
otro liquido mientras cae, es un hecho experimental que se puede constatar facilmente, tal
y como se muestra en la foto adjunta, tomada en una pila de lavar casera.

S P ——

(Foto original de los autores)

En el ejercicio se nos pide qué valor tendra la seccién del chorro a una distancia dada por
debajo de la boca de salida del grifo. ( Como podriamos hacerlo?

En el esquema siguiente, se ha representado la situacion descrita en el enunciado, junto
con el sistema de referencia a utilizar. EI punto A corresponde a la boca del grifo y el B al
punto en el cual queremos determinar el valor de la seccién del chorro. Para simplificar,
situaremos el origen de alturas (que seran todas sobre el eje Y) en ese punto B.
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Podemos comenzar emitiendo alguna hipotesis acerca de las variables de las que depen-
dera la seccion pedida Sg. Parece evidente que dicha seccion (a igualdad de los restantes
factores), serd tanto mayor cuanto mayor sea la seccion, Sa, de la columna de agua en la
salida del grifo, y tanto menor, en cambio, cuanto mayor sea la altura de dicha columna,
ha. En cuanto a la influencia de la gravedad, cabe esperar que si el valor de g aumentase,
Sg disminuiria, ya que (siempre a igualdad de los restantes factores), una gravedad mayor
haria que vg aumentase Yy, de acuerdo con la ecuacién de continuidad (Sa:va = Sg-Vs), Si Vs
aumenta, Sg debera disminuir.

En resumen:
Sg =1 (Sa, ha, Q)

Debiendo ser Sg mayor cuanto mayor sea Sa , menor sea ha y menor sea g

A partir de aqui, una posible estrategia para resolver este ejercicio (y muchos otros de
hidrodinamica), es considerar qué es lo que permanece constante cuando se pasa de un
punto A de la conduccion a otro punto posterior B.

Sabemos por la Ecuacidn de Continuidad, que el caudal de agua (volumen que atraviesa
una seccion dada por unidad de tiempo), es el mismo en A que en B y que dicho caudal se
puede expresar como el producto de la seccidn considerada por la rapidez del liquido que
la atraviesa. En este caso, seré:

SA'VA = SB'VB (1)
Si conociésemos la rapidez vg, bastaria despejar Sg de la ecuacion anterior y operar, para
obtener el resultado que buscamos. No obstante, la rapidez del agua vg no es un dato del

enunciado, por lo que hemos de pensar en alguna forma de determinarla:

Si aplicamos la Ecuacién de Bernoulli a los puntos A 'y B:
1 1
PA+EP'VA+p'g'hA =P +Ep'VB+p'g'hB

Y como: Pa = Pg = Pam, Yy hg = 0, sustituyendo:

1 1
SPVatp gy =200V

Despejando ahora vg, obtenemos que:

Vg = \/Vi +2gh,  (2)

Conviene darse cuenta de que la rapidez obtenida para el punto B, coincide con la que
corresponderia a la caida de cualquier objeto lanzado desde el punto A (direccion vertical
y hacia abajo) con cierta rapidez, lo cual es l6gico, puesto que la Ecuacién de Bernoulli se
deduce aplicando el principio de conservacion de la energia mecanica a una determinada
masa de fluido y, en este caso, al ser Pa = Pg = Pam, l0s trabajos del resto de fluido (ved
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problema anterior) son iguales y de signo opuesto. Por tanto, el Unico efecto sobre la velo-
cidad, seré el de la fuerza gravitatoria.
Sustituyendo la expresion (2) en (1):

S, -V, =S -V +2gh,

De donde, tras despejar Sg y simplificar, obtenemos finalmente:

SA
1+ Zg?A
VA

Sg =

Y sustituyendo los valores numéricos: Sg =2’6-10%/1°22 =213 -10* m? = 2’13 cm?

Si analizamos el resultado literal obtenido, vemos que, ademas de ser dimensionalmente
homogéneo (L en ambos lados de la ecuacién), contempla las hipétesis que habiamos plan-
teado al comienzo. Concretamente, a igualdad de los restantes factores:

Sg sera tanto menor, cuanto mayor sea la altura ha de la columna de agua considerada, cuanto
menor sea la seccion Sa del chorro justo a la salida del grifo (tal y como se puede comprobar
experimentalmente) y cuanto mayor fuese el valor de la gravedad “g”. Ademas, se cumplen
las condiciones limite de que si ha =0 0 si g =0, entonces se obtiene Sg = Sa.

Finalmente, si nos fijamos en el valor numérico del resultado (algo que conviene hacer
siempre), vemos que este es razonable y que ha disminuido respecto del que tenia a la sa-
lida del grifo (si hubiese dado mayor, seria indicativo de que se ha cometido algun error).

Ademas de resolver el problema usando lapiz y papel, los alumnos pueden reforzar los
conocimientos tratados, mediante una animacion interactiva Modellus, que hemos elabo-
rado, en la que se visualiza la situacion y se calcula la magnitud buscada, Sg. En la panta-
Ila de dicha animacion hemos colocado tres cursores manuales con los que los estudiantes
pueden modificar otros tantos parametros (concretamente, va, Sa, h) y ver cdmo afectan
esas modificaciones al resultado cuantitativo y al aspecto visual de la columna de agua.

La figura adjunta muestra el resultado en la animacién cuando los valores de las magnitu-
des coinciden con los que hemos utilizado aqui
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¢ Cuanto vale la seccion de la columna de agua
en el punto B?
="
Sa =2.60 cm 2 A
Sbh = 2.13cm’? Bl »=1000cm
Velocidad en la Seccionenla altura de la
salida (A) salida (A) columna
va =2.00 s Sz =2.60cm 2 k=10.00cm

La animacion y el programa necesario disponibles en: http://rsefalicante.umh.es/fisica.htm



http://rsefalicante.umh.es/fisica.htm
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3. Un sifon de agua carbonica tiene, en su parte superior, una mezcla de aire y de di-
Oxido de carbono que produce una presion de 1°4 atm. Si la diferencia de altura entre
el nivel del liquido y la boca de salida es de 16 cm, determinad la velocidad con la que
saldra el agua carbonica al abrir la valvula de salida. (Considerad que la seccion del
recipiente es mucho mayor que la seccion del tubo por el que asciende el liquido).

Datos: densidad del liquido p = 10° kg/m?®, intensidad del campo gravitatorio g = 9’81
N/kg, 1 atm = 1°013-10° N/m?.

El sifon es el nombre que se da a una botella que contiene agua carbonatada. En el interior
del envase, la presion es mayor que la presion atmosférica del exterior, a causa de la pre-
sion ejercida por el dioxido de carbono. Esta presion se mantiene por el equilibrio existen-
te entre el CO, disuelto en el agua y el que existe en la parte superior del envase mezclado
con aire. La diferencia de presidn hace que el agua carbonatada ascienda por el tubo, en
cuanto se abre la valvula que conecta el interior del recipiente con el exterior, y salga al
exterior. Este utensilio, que antes era bastante comun y se utilizaba para beber agua con
gas o para mezclarla con vino y otras bebidas, esta cada vez méas en desuso y se ha susti-
tuido por botellitas de soda. Sin embargo, en algunos paises, como Argentina y Uruguay,
los sifones de agua carbonatada siguen siendo muy utilizados, se fabrican de sustancias
plasticas (mas seguras frente a una posible explosion), y habitualmente son repartidos a
domicilio por “soderos” o “sifoneros”.

Conviene saber que el término sifén procede del griego antiguo
y se utilizd para nombrar a los dispositivos que permitian al
agua de un canal o de un acueducto, pasar por debajo de un
camino o por una vaguada para retomar su nivel al otro lado y
continuar su curso. Asi este tipo de sifon ya era conocido por
los romanos, que lo utilizaban en sus acueductos. Méas adelan-
te, se inventd la variante invertida que permite a un liquido
pasar por un obstaculo situado a mayor altura que la superficie
del mismo, aprovechando la diferencia de presion generada
entre los extremos de dicho tubo, como ocurre también al usar
el recipiente hermético que contiene agua carbonatada.

En la figura siguiente se ha representado, esquematicamente, el corte longitudinal de una
botella-sifon conteniendo agua carbonatada, incorporando los datos que figuran en el
enunciado.
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valvula

/_\ h; =16 cm

Mezcla de
aire y CO,

Agua carbonatada

Como puede verse, en el esquema se ha tomado como origen el nivel inicial del liquido, de
modo que ha =0y hg =16 cm.

Podemos empezar planteando, a modo de hipdtesis, que la rapidez con que sale el agua
carbonatada al hacer funcionar la valvula de apertura, vg, sera mayor cuanto mayor sea la
diferencia de presiones entre los puntos A 'y B y que en el caso limite en que no existiera
esa diferencia de presion (Pa— Pg = 0), el agua carbonatada no podria salir del sifén (vg =
0). También deberan influir en el resultado del problema, la densidad del liquido, p (cuan-
to mayor sea p, mas le costara al liquido ascender y, por tanto, menor Sera, Vg), asi como
la intensidad del campo gravitatorio, g, y la diferencia de altura entre la valvula a la salida
y el nivel del agua carbonatada dentro del recipiente, hg (recordemos que hemos tomado
ha = 0). Logicamente, cuanto mayor sea cada uno de estos dos Ultimos factores, menor
deberia ser la velocidad a la que el sifon expulsara liquido.

Finalmente, la velocidad buscada, vg, también dependera del valor que tenga esa veloci-
dad en el punto A (descendiendo por dentro de la botella), pero esta velocidad va, a su vez
depende de las secciones respectivas en A y en B, ya que de acuerdo con la ecuacién de
continuidad entre Ay B:  Sa'va = Sg'Vg

Y despejando va, se obtiene: V, =——-Vg

B
SA
Ahora bien, de esta forma no podremos hallar va, ya que en la expresion anterior, todos
los valores son desconocidos, asi que, en principio, tampoco podremos utilizarla para de-
terminar la velocidad vg que se pide en el enunciado. Sin embargo, en ese mismo enuncia-
do se nos informa de que la seccion Sa de la botella es mucho mayor que la seccién del
tubo por el que asciende el liquido, la cual coincide con Sg. Ello supone, de acuerdo con la
ecuacion anterior, que va ha de tener un valor muy pequefio y mucho mas pequefio si estd,
como aparece en la raiz, elevada al cuadrado. Es decir:

2 2
vf\z[s—Bj -vZ ycomo [%J <<l—-Vix0

A
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Por tanto, bajo estas condiciones, podemos finalmente resumir todas las hipétesis expre-
sando que:
VB = f (PA_PBa pi gv hB)

Llegados aqui para determinar la rapidez con que sale el chorro de agua carbonatada por B
al hacer funcionar la valvula de apertura, s6lo necesitaremos aplicar la ecuacion de Ber-
noulli entre A 'y B (en el razonamiento anterior hemos usado ya la ecuacion de continui-
dad, llegando a va = 0):

1 1
PA+Ep'Vf\+p'g'hA:PB +§p'vé+p'g'hs

Si en la ecuacion anterior, tenemos en cuenta que ha = 0, y que en las condiciones descritas
en el enunciado va = 0, s6lo necesitamos despejar vg, para obtener el siguiente resultado:

2
Vg =\/_'(PA - PB)_ZghB
yo,

Si analizamos el resultado literal obtenido, vemos que, en primer lugar, es dimensional-
mente homogéneo (L/T) en ambos lados de la ecuacion. También podemos ver que se
cumplen todas las hipétesis, ya que a igualdad de los restantes factores:

a) Cuanto mayor sea la diferencia de presiones, mayor sera la rapidez de salida

b) Los liquidos méas densos (y, por tanto, mas pesados), salen (siempre a igualdad de los
restantes factores), con menor rapidez que los menos densos.

c¢) Cuanto menor sea la altura a ascender por el liquido, mayor sera la rapidez con que sale.

Sustituyendo ahora los valores numéricos, en unidades internacionales:

Vo = |2 .@4-1)-1013-105 ~2.981.016 — vg=8'8 m/s

El resultado literal obtenido, también permite plantear nuevos interrogantes de intereés,
como, por ejemplo:

¢,Cual sera el valor limite 0 maximo (para un liquido dado y una diferencia de presiones
dada), que puede tener hg para el cual vg = 0?

Para responder, basta con igualar los términos que aparecen restando en el resultado literal
obtenido, con lo que:

P.—P
2 Py P) = 2l > Mg = 28
p p-g

 (4-1)-1013-10°

Sustituyendo: hg,., = 3 4m
10 -9%81
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Finalmente, los alumnos pueden reforzar este problema manipulando una animacion inter-
activa Modellus en la que disponen de tres cursores manuales para poder modificar la dife-
rencia de presion entre A 'y B, la altura que asciende la bebida, y la densidad del liquido,
comprobando como afectan dichas modificaciones al resultado.

La figura adjunta muestra el aspecto de la animacion cuando los valores de las magnitudes
coinciden con los que hemos utilizado en esta resolucion.

¢ Con queé velocidad saldra el agua carbonica
al abrir la valvula?
Maix = 1.10E3
- densidad
B [ —+ hB = 16.00cm del liquido d=1000.00
vB =883 mis {kg/m3)
Min = 900.00
;Q Max =150
aire y CO, pa=1.40
presién {atm)
Min = 1.00
A
W= = 20.00
diferencia de hB=18.00
altura {cmj
Mir = 10.00

La animacion y el programa necesario para hacerla correr estan disponibles en la Web de
Materiales para la Ensefianza y la Divulgacion de la Fisica de la Seccion Local de Alicante
de la RSEF http://rsefalicante.umh.es/fisica.htm.
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4. En el dispositivo esquematizado en la figura adjunta, el depdsito de agua tiene una
seccién de 3 m? y la conduccién presenta, en los tramos horizontales, secciones de 10
cm? en el tramo inferior y de 5 cm? en el superior (la figura no esta a escala).

[ ] C A
30m —_
] ols- /
A D
20m
y
Q=== - b
E

Sabiendo que, con la salida cerrada, la columna de agua en el tubo vertical alcanza
una altura de 30 m, determinad:

a) Peso del conjunto cuerpo-plataforma.

b) Presién en un punto de la conduccién horizontal superior (de 5 cm? de seccién).

c) Caudal que se producira al dejar libre la salida (considerando despreciables las
pérdidas por friccion).

d) Altura del agua en el tubo vertical en la situacion del apartado anterior.

Datos: Densidad del agua, p = 10° kg/m3. Presion atmosférica, Pam = 1°013:10° N/m?

Empezaremos resolviendo los dos primeros apartados, que consideran una situacion inicial
estatica, la cual se mantiene mientras la valvula permanece cerrada:

a) Como, mientras la salida se encuentre cerrada, nos encontramos en una situacion de
equilibrio estatico, todos los puntos que se encuentren al mismo nivel, han de tener la
misma presién. Aplicando esta condicion a los puntos A y B, escribimos:

PA = PB

Partiendo de la igualdad anterior, ¢como podriamos determinar el peso que se nos pide?
La presion en A dependera de la presion debida a la fuerza peso F, del conjunto cuerpo-
plataforma y del valor de la presion atmosférica. Introduciendo estos datos, junto con los

de Pg, en la igualdad anterior, podemos obtener el peso que buscamos:

PA = Patm + Fp/S
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En el punto B, la presion es la atmosférica més la debida a una columna de agua de 10 m
de altura:

Pg = Patm + p-g-hce
Por tanto, igualando Pao = Pg — Pam + Fo/S = Pam + p'grhcg — Fy/S = p-g-hcs
Y despejando: F,=S-p-g-hge — Fp=310°-9’8-10=2"94-10° N
b) Dado que la situacion de equilibrio no ha variado, podemos calcular la presion que se
nos pide mediante la misma estrategia que acabamos de seguir en el apartado anterior, es
decir, igualando la presion en D a la presion en A o en B:
Pp=Pg > Pp =Py +p-g- hge
Y sustituyendo®: Pp = 1°013-10° + 10%9°8:10 = 1°993-10° N/m?
c) Para calcular el caudal de agua “Q” que saldra por D cuando se abra la salida, aplicare-

mos el principio de Bernoulli a los puntos A y D para, después, obtener vp y con ella Q
mediante Q = Sp-Vp.

1 1

Patsp-vi+p-g-ha=Po+5p -vi+p-g-hp

Como en la situacion descrita se cumple que ha = hp podemos simplificar y obtenemos:
1 2 — 1 2

Pat+sp-va=Pp+sp-vp (1)

En la ecuacion anterior:

- Pa, sigue valiendo lo mismo que antes (1°993-10° N/m?)

- Pp, ahora vale 1 atm = 1°1013-10° N/m?

- p, es la densidad del agua (10° kg/m?)

- Vp, €S, en principio, desconocida.

No es posible, pues, utilizar (1) para calcular vp si previamente no calculamos va 0 la ex-
presamos en funcion de magnitudes cuyos valores conozcamos. ¢ Cémo podriamos hacerlo?

Recordemos que, de acuerdo con la ecuacion de continuidad, se cumple que:
Va'Sa=VpSp

2
SD .2

. s
Despejando va, obtenemos que: v, = S—D Uy o Vi = =" Vb
A A

Sustituyendo ahora v2 en la ecuacion (1) y despejando vp, obtenemos:

® La presion en unidades internacionales se mide en N/m% Sabemos que N/m? se denomina Pascal (Pa), de
modo que 1 N/m? = 1 Pa. No obstante, para evitar confusiones al utilizar simbolos de presiones con subindi-
ces, en este capitulo utilizaremos la notacién N/m? en lugar de Pa (que seria mas apropiado).
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Antes de operar, conviene percatarse de que dado que Sa (3 m?) es mucho mayor que Sp
(5 cm?) y que ambos términos estan elevados al cuadrado, se cumplira que el cociente en-
tre los cuadrados de ambas secciones serd mucho menor que 1. En efecto:

S3_(5-107%\* -
2=——) =278-10%«1
S3 3

De modo que, si despreciamos este cociente, la ecuacion anterior se transforma en:

2(Py — Pp)

] ) 2-(1/993-10°5-1"013-105)
Y sustituyendo, obtenemos finalmente: Vp = 103 =14 m/s

Ahora para calcular el caudal Q, basta aplicar: Q = S-v, con lo que:
Q=Sp Vp=510*14=710°m?s

Podemos analizar este resultado literal para ver que, ademas de ser dimensionalmente
homogéneo (L- T en ambos lados) es fisicamente aceptable, ya que es ldgico que la velo-
cidad del agua que salga por D cuando se abra la valvula, dependa por un lado, de la dife-
rencia de presion entre los puntos A 'y D (cuanto mayor sea dicha diferencia, el agua sera
“empujada” con mayor intensidad y saldra con mayor velocidad) y, por otro, de la densi-
dad del liquido (cuanto mas “pesado” sea, para una misma diferencia de presiones, mas
lento se movera).

d) Para terminar, hemos de calcular qué altura alcanzara el agua en el tubo vertical, en la
situacion anterior (agua circulando).

Antes de abrir la salida en D (situacion de equilibrio estatico), la altura del agua en el tubo
vertical era hgc = 30 m. Cabe esperar que, cuando se abra la salida y el agua se halle circu-
lando, el nivel en el tubo vertical descienda de su nivel inicial C a otro C’ y la altura hgc
sera menor de 30 m.

Sugerid un procedimiento para determinar hgc:

La presién Pg es la suma de la ejercida por la atmosfera (1 atm) y la ejercida por la colum-
na de agua (dada por p-g-hgc:). Es decir:

Pe = Pam + p-ghec (3)
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Por tanto, la determinacion de la altura buscada hgc: pasa por calcular previamente el valor
de Pg, para lo cual disponemos de la ecuacion de Bernoulli y de la ecuacion de continui-
dad.

Aplicando Bernoulli entre los puntos E y D:

1 1
Pp+sp-vE+p-g-hp=Pot+z5p-v5+p-g-hp

Despejando Pg y considerando que hg = 0:
1 1
Pe=Pp+-p-vi—p-vit+tp-g-hp (4)
Aplicando ahora la ecuacion de continuidad entre los mismos puntos E y D:

S,
SEVE=SpVE — Vg = S_D *VUp
E

Sustituyendo ve en (4) y simplificando, obtenemos que:
1 SBY .2
Py =PD+Ep-(1—S—§)vD+p-g-hD

Sustituyendo ahora la expresion de Pg obtenida, en la ecuacion (3) y teniendo en cuenta
que Pp = Pym, Obtenemos que:

Sb

2
hger = (1 _sg) ':_Z + hp (5)

Finalmente, sustituyendo valores numéricos:

. 52 142 ,
r=11- . — + 20 = 27 5m
e 2.98

102

Analizando el resultado literal (5) anterior, podemos ver que, ademas de ser una ecuacion
dimensionalmente homogénea (L en ambos lados), se contemplan en ella algunos casos
particulares interesantes. Concretamente, si:

Sp<Sg— hger U Ip
Sp>Sg > hge [ by
Sp=Sg — hge =hp
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5. Determinacion experimental de la velocidad del agua por una tuberia

En muchas instalaciones hidraulicas (especialmente en las de gran tamafio), es preciso
mantener la velocidad del agua dentro de ciertos valores limite, que dependen, entre otras
cosas, del material de que estén hechas las tuberias y de la seccion o el didmetro de las
mismas. En términos generales, para tuberias de gran diametro, las velocidades maximas
no deben superar la franja entre los 4 m/s y 5 m/s, mientras que para tuberias menores, no
es conveniente que se superen los 2 m/s, si los tubos son metéalicos, o los 3’5 m/s, si son de
un material termopléstico y/o multicapa. Si se superan estas velocidades del agua, la fric-
cion erosiona y desgasta las paredes de las tuberias y, muchas veces, también se generan
ruidos. Asi mismo, se deben superar unos valores minimos de la velocidad (por lo general,
se establece que no deben darse valores inferiores a los 0’5 m/s), para evitar procesos de
sedimentacion y la formacion de depositos. Por tanto, resulta del mayor interés disponer
de dispositivos para poder medir y controlar la velocidad del agua que circula por una
conduccién, en distintos tramos de la misma.

Para determinar la velocidad del agua que circula por una tuberia, bastaria con intercalar
en el tramo de tuberia deseado, el dispositivo esquematizado en la figura siguiente. Como
se puede observar, este dispositivo (coloreado en rojo) esta formado por un tramo horizon-
tal (de la misma seccion que la tuberia en la que se va a intercalar) y por dos tubos vertica-
les més estrechos, por los que, una vez colocado el dispositivo, el agua ascendera alcan-
zando una cierta altura (distinta) en cada uno de ellos.

Figura 1

La altura alcanzada por el agua en los tubos verticales, esta relacionada, de alguna manera,
con la velocidad que deseamos medir. { Como podriamos averiguar dicha relacion?

Sabemos que, la ecuacion de Bernoulli relaciona algunas magnitudes como la presion, la
densidad o la altura con la velocidad a la que circula un fluido por una conduccién, de
forma que, si somos capaces de llegar a conocer dichas magnitudes, podriamos determinar
el valor correspondiente de la velocidad.

En la figura 2 siguiente se ha representado el dispositivo anterior intercalado en una tuber-
ia por la que circula agua en régimen estacionario.



Hidrodinamica 23

A DpJ
slc
Figura 2 ho
he
Tuberia  ©-caces T \ '_E:J Tuberia

El agua, al circular, asciende por los tubos verticales hasta alcanzar en ellos una altura tal
que la presién de la columna de agua en su base impide que entre mas agua, alcanzandose
asi una situacion de equilibrio en la que la velocidad del agua en el punto B serd nula y la
velocidad del agua en el punto A, serd la velocidad que queremos calcular.

Considerando A, B, C y D de la figura 2 anterior y aplicando Bernoulli entre A y B:

1 1
Patsp-vi+tp g ha=Ps+5p-vi+p-g-hs

Si tenemos en cuenta que, en la situacion representada en la figura 2 anterior, ha = hg =0
y que vg = 0, la ecuacion queda como:

2-(Pg—P
Patipvi=Py — Vas /% (1)

La determinacion de va requiere conocer Pa y Pg, presiones que podemos conocer por
consideraciones hidrostaticas en los tubos verticales.

Pa=Pc+p-ghc = Pam+ p-ghe
Pg =Pp+ p-g'hp = Pam + p-g'hp
Sustituyendo ahora P y Pg en la ecuacion (1):
1
Poem + P9 he+5p Vi =Pum+p-g-hp (2)

Finalmente, simplificando en (2) y despejando, obtenemos la velocidad buscada:

VA=\/29'(hD—hC)

Si analizamos el resultado obtenido, vemos que ademas de ser dimensionalmente
homogéneo (condicion imprescindible), nos muestra que conocida la diferencia de alturas
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conoceremos la velocidad de modo que, cuanto menor sea la diferencia de alturas, menor
sera la velocidad.

Otro dispositivo util para medir la velocidad del agua en una tuberia, es el esquematizado
en la figura 3 siguiente:

Tuberia QO--- ¥ @ cmm— T e Tuberia

\ 4

Figura 3
A diferencia del dispositivo anterior, aqui el segundo tubo, no se inserta ni se dobla dentro
de la conduccidn, pero esta conectado a un estrechamiento de la misma. De acuerdo con la
ecuacién de continuidad (ved problema 1), sabemos que ello supone que la velocidad con
la que circula el agua en B serd mayor que la velocidad en A y que, por tanto, la presion en
B sera menor que la presion en A, lo que explica que la altura alcanzada por el agua en el
segundo tubo vertical sea, ahora, menor que en el primero.

Para determinar la velocidad del agua en A, aplicaremos Bernoulli entre A'y B, con lo que:

1 1
Patspvi+tp-g-ha=Ps+5p-vp+p-g-hg

Teniendo en cuenta que ha = hg =0, la ecuacion anterior queda como:
Pa+-p-vi=Py+-p-v} (3

Vemos que la determinacion de va requiere, en este caso, conocer Pa, Pg Y Vg.
Por consideraciones hidrostaticas:

Pa=Pc+pghc=Pumt pghc

Ps =Ppo+ p-g-hp = Pam + p-g-hp
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- - S
Y, de acuerdo con la ecuacion de continuidad: Va:Sa =Vg:Sg — Vg = S—A * Uy
B
Sustituyendo en la ecuacion (3) anterior:
1 2 1 Si 2
Paem P+ g-he+3p Va=Pem +p-g-hp+5p 5 va ()

Finalmente, simplificando en (4) y despejando, obtenemos:

El interés de los dos dispositivos que acabamos de ver, para medir la velocidad a la que cir-
cula el agua por una tuberia es, fundamentalmente, tedrico, ya que, en la practica, ninguno
seria muy util, puesto que para valores habituales de la presion (como 2 atm o 3 atm), las
columnas de agua en los tubos verticales serian de decenas de metros de altura. El que si se
utiliza habitualmente es el dispositivo representado de forma esquematica en la figura 4 si-
guiente, conocido como “venturimetro”, en el cual se usa mercurio (de color gris en la figu-

ra), cuya densidad, png, supera en unas 13’5 veces la densidad del agua liquida.

v

Tuberia e b et e Tuberia

Mercurio

Figura 4

Con objeto de determinar la velocidad a la que circula el agua por una tuberia se le coloca
un venturimetro de Hg, cuya seccién es 30 cm? en la zona ancha y 10 cm? en la zona estre-
cha. Si el caudal del agua que circula por la tuberia es de 4ml/s, obtened la velocidad a la
que circula dicha agua por la tuberia, la constante k del aparato y el desnivel entre las co-
lumnas de Hg.
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En este caso, procederemos también como en los anteriores y aplicaremos Bernoulli entre
los puntos A 'y B de la figura:

1 1
Patsp-vi+tp-g-ha=Ps+5p-vi+p-g-hs

Si tenemos en cuenta que ha = hg: P, + %p cv2 =P+ %p ‘v (5)

De acuerdo con la ecuacion de continuidad, se cumplira, ademas, que: vg = S—A * Uy
B

Sustituyendo vg en la ecuacion y despejando:

Por consideraciones hidrostaticas:
Pc=Pp — Pa+p-gha =Pg + p-g:(ha-hig) + prg'g-hmg.
Y simplificando: Pa -Pg = g- hyg' (pHg — p)

Sustituyendo la expresion de Pa-Pg obtenida, en la ecuacion (6):

2:g-hyg (PHg - P)

() (7)

2
SB

Va —

. Dj D3
Teniendo en cuenta que: Sa= T - TA yque: Sg=m- TB

(Da y Dg son los didametros de las secciones transversales de tuberia centradas en Ay B
respectivamente).

La ecuacion (7) puede expresarse finalmente como:

29(Pug - P)
Dj )
g (Dg

La primera raiz cuadrada es una constante (k) caracteristica del aparato por lo que, en la
practica, el uso de este dispositivo es muy simple, ya que, conocido el valor de k, la velo-
cidad con que circula el agua en el punto A, se puede determinar como:

Vy = hHg

vA=k' hHg
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Con este dispositivo no tenemos el inconveniente de los anteriores ya que aqui medimos,
con la columna de mercurio (de mucha mas densidad que el agua), la diferencia de presion
entre A y B, directamente.

Para los valores considerados anteriormente, la constante k resulta:

29 (Pug —P) _ 2-98-(13534-1000) _55amt2. gt
gj 1000-(9-1)
P D!
La velocidad del agua por la tuberia sera: v, = Q = 0004 = 4 =133 m/s
S, 0003 3

2
v
Y la diferencia de altura entre las columnas de Hg sera:  hy,y = k—’; =0'0579m=579cm

Para reforzar este problema hemos construido una animacion Modellus, que obtiene estos
resultados y en la pantalla proporciona tres controladores manuales, con los que los alum-
nos pueden modificar el caudal que circula por la tuberia y las areas transversales en A 'y
C, viendo como afectan estas modificaciones al aspecto y el valor de la diferencia de altu-
ras entre las dos columnas de mercurio. La figura siguiente muestra el aspecto de la ani-
macion para los datos anteriormente expuestos.

¢ Cuanto vale la diferencia de altura del mercurio?

V,=1.33m/s
— ’
Va
= = B8 e
Tuberia  z-=treccccccccsccaa-" Tuberia
= T / \ -
Max =6 UJ-
k = 5.53 i h = 5.80 cm Q=400
‘ Caudal (ml's)
Min = 0.00
SA= 3000 $B=10.00
Min=1500 SeCCiéllA(Clllz) Max = 60.00 Mn =700 SeCCi‘)llB‘Clllz' Max =15.00

Disponible en: http://rsefalicance.umh.es/fisica.htm.
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6. Un deposito de 2 m de didmetro se llena con agua hasta una altura de 3 m. Si en su
base se practica un orificio de 2 cm de diametro, determinad el nivel de agua en el
depdsito en cualquier instante, el tiempo total de vaciado y la velocidad con que sale
el agua en cualquier instante.

En la figura siguiente se ha representado de forma esquematica la situacion planteada en el
enunciado. En ella, H corresponde a la altura inicial a la que se encuentra el nivel del agua
(3 m). El punto A, situado en el centro de la superficie superior de la columna de agua,
desciende conforme se va vaciando el depdsito pasando desde una posicion inicial (dada
por ha = H), hasta una posicion final (ha = 0) en el instante que se ha vaciado el depdsito.

En principio, podemos pensar que conforme vaya bajando el nivel del agua (dado por ha)
en el depdsito, tanto la velocidad (va) con la que desciende el nivel del agua como la velo-
cidad (vg) con la que sale el agua por el pequefio orificio practicado en la parte inferior,
iran disminuyendo con el tiempo. Por otra parte, es l6gico plantear, a modo de hipdtesis,
que (a igualdad de los restantes factores) el tiempo total de vaciado del depdsito sera ma-
yor cuanto mayor sea la altura inicial del agua, H, cuanto mayor sea el cociente Sa/Sg, Yy
cuanto menor sea la gravedad, g.

Empezamos expresando la velocidad a la que desciende el nivel del agua. Dicha velocidad
vendra dada por la variacion de ha con el tiempo, cambiada de signo (ya que, al ir dismi-
nuyendo, es negativa):

vA=_%_>_dhA=vA'dt (1)
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Podemos tratar de expresar el nivel del agua, ha, en funcion del tiempo, integrando en la
ecuacion anterior, para lo cual, necesitamos expresar primero la velocidad va en funcion
de las magnitudes que nos interesen.

Aplicando Bernoulli a los puntos A y B de la figura, nos queda que:

1 2
SPpvg+p-g-hp

P+1
A 2

5P Vit gha=Pgt
donde podemos simplificar teniendo en cuenta que Pa = Pg = Pam
Aplicando la ecuacion de continuidad:

Sa
Sa'Va = Sg'Vg — Vg = S_ * Uy
B

Sustituyendo vg en la expresion anterior y despejando:

_ [ |S829).
UA_< 531—5'5) \/h—A (2)

En la ecuacion (2), el término entre paréntesis es constante, mientras que ha no lo es. La ecua-
cion nos dice que la velocidad a la que desciende el nivel del agua va disminuyendo al mismo

ritmo que lo hace \/h_A . Obviamente, dicha velocidad, en el instante inicial (ha = H), valdra:

SZ-2g
UAO - SA SZ '\/ﬁ

Mientras que, en el instante final (ha = 0), valdra 0

Sustituyendo (2) en (1):

—dhA=<\/SBT‘g> - Jha - dt

Separando variables e integrando entre Hy h (y entre 0 y t):

1
h dh S2.2 h2 S2.2
G Rl e (€ = R

2 2 2 2
Sa—Sp Sa—Sp

2,
SA_SB

y despejando:
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1 1 2
c—_y,_ |_SBY9 .
e =He = syt

La ultima ecuacion obtenida se puede expresar como:

2
_ 1 _ Sg-g )
h= (H * T\ 253-5B) t)

Desarrollando el cuadrado del binomio:

2, 2, 1
__ %89 . |32 2 @
2(S5 — S5) Si — Sk

h

La ecuacion (3) anterior, nos da el valor de la altura h que va teniendo el agua en cada
instante “t”. Podemos ver que se trata de una funcion parabodlica de ramas hacia arriba y
que, como es ldgico, en el instante t = 0 se cumple que h = H y que para t = tiempo de va-

ciado (tyac), se cumple que h = 0. (Esta funcién matematica “en nuestro problema” solo
existe en el intervalo entre 0y tyac).

Derivando h = f(t) e igualando a 0 (condicion de maximo o minimo), determinaremos el
instante en que se produce el minimo (es decir, el tiempo de vaciado tyac):
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2,

s V2H
St g S¢-2g 1 4 9B
Sz Sz “tyac — Sz Sz "H2 =0 -ty =

S2_s2

Si—-S§ 2
Y simplificando: ty,5. = % 2] VH (%)
B

El resultado literal anterior es dimensionalmente homogéneo (T en ambos lados) y corro-
bora las hipotesis que hemos formulado. Nos informa de que, para un deposito de unos
valores determinados de Sa y Sg, el tiempo total de vaciado es directamente proporcional
a la raiz cuadrada de la altura inicial de liquido, de manera que, conocido el valor de la
constante de proporcionalidad (lo que hay entre paréntesis), se puede conocer facilmente
el tiempo que tardard en vaciarse el depdsito.

Nos plantearemos ahora la determinacion de la velocidad de salida del agua en cualquier
instante “t” del vaciado:

De la ecuacién de continuidad, sabemos que, en cualquier instante del vaciado, se cum-
plird que:

Sustituyendo va por su expresion (2):

S4a Sg2g
Vp = —- ‘Vh
B ™ sp S2-S2 vh

S 2, 1
S“ls—Bg>.t+S_A. SBZg.HE (5)

Y sustituyendo ahora h: Vg = — ( 5 =
Vemos que se trata de una funcion lineal que nos proporcionara el valor de la velocidad de
salida (vg) del agua por el agujero inferior del depdsito en cualquier instante y tiene una
validez general (siempre que el régimen sea estacionario y la energia se conserve).

Ahora bien, en nuestro caso se cumple que la superficie Sa es mucho mayor (10000 veces
mayor) que la superficie Sg (concretamente: Sp = 3’14 m? y Sg = 3°14:10™ m?). Por tanto,
se puede considerar que: S? — S2 ~ S?

Si introducimos esta simplificacion en la ecuacion (5) anterior, la velocidad de salida que-
da finalmente como:
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vg=—(Sp-g)-t+/2gH (6a)
Si analizamos este resultado, nos podemos dar cuenta de que:

a) Es dimensionalmente homogéneo (L/T) en ambos lados

b) La velocidad de salida disminuye linealmente con el tiempo

c) Su valor inicial (para t = 0), que es su valor maximo, viene dado por: \/2gH =767 m/s, y
coincide con la velocidad correspondiente a un objeto dejado caer libremente desde una altura
H. (Situacion parecida a la que se plante6 en el ejercicio 2 para el chorro de agua de un grifo).

d) Se cumplen varios casos limite evidentes, como, por ejemplo que si no hubiera gravedad
(g=0), seria vg=0 en todo instante, ya que en ese caso, obviamente, el depdsito no se vaciaria.

Sustituyendo los valores numéricos en (6a) y operando:

Vg =-9°8-10*t + 7°67 (6b)

Al ser muy pequetio el coeficiente de “t” (pendiente de la recta), sucedera que la variacion
de v con el tiempo, también lo sera. Se puede comprobar que para que v disminuya tan

solo el 1%, deben transcurrir mas de 60 segundos.

Si representasemos graficamente, se obtendria una linea recta de pendiente negativa, como
la de la figura siguiente:

Vg (m/s)

V,=-98-10"t + 767

1’67

bee ¢ (s)

En cuanto al tiempo total de vaciado, si en la expresion general (4) realizamos la misma
simplificacion (S7 — S3 ~ S2), obtenemos que:

W 2H
tvac = g : 7 (7)
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Si analizamos este resultado, vemos que, ademas de ser dimensionalmente homogéneo (T
en ambos miembros de la igualdad), en él se contempla, como ocurria en el resultado mas
general obtenido antes (ecuacion 4) que el valor del tiempo total de vaciado aumentar si
(a igualdad de los restantes factores): aumenta el cociente Sa/Sg, aumenta H, o si disminu-
ye “g”. También contempla casos limites obvios como, por ejemplo, que si H = 0, enton-
ces tyac = 0 (ya esta vacio) o que si g = 0, tysc = o (no se vaciaria nunca).

Sustituyendo valores numéricos en (7) y operando:

W 2H 3’14 2-3
tvac :S_' = 0 2 .
B g 3’14 - 10 9'8

=7'82-103s=2'17h

Para reforzar este problema hemos construido una animacién Modellus que simula el pro-
ceso de vaciado del deposito, obtiene los resultados buscados y va representando paulati-
namente las gréaficas de la altura que tiene el agua, ha, y de la velocidad de vaciado, va.
También hemos colocado sendos cursores manuales con los que se puede modificar sobre
la marcha el valor de la gravedad, g, y el del cociente entre Sa/Sg. Manipulando estos cur-
sores, los alumnos pueden poner a prueba sus hipdtesis y algunos casos limite.

La imagen siguiente muestra el aspecto de la pantalla en un instante intermedio del proce-
so de vaciado, para el caso en que los valores de los parametros del problema coinciden
con los que hemos adoptado aqui.

A que ritmo se vacia el depdsito por un orificio
situado en B?
tvac =217 h hA
haz = 200.00 h4d =048m
cociente SA/SB C=100.00
Win = 0.00 :
M= =12.00 VA
=980
gravedad
vd =0.03 m/s
T = A kA =043m Min =009 \,
e 1

La animacion esté disponible en la Web de Materiales para la Ensefianza y la Divulgacion de la
Fisica de la Seccion Local de Alicante de la RSEF: http://rsefalicante.umh.es/fisica.htm
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7. Buscad informacion sobre el dispositivo denominado “Frasco de Mariotte” con
objeto de explicar para qué sirve y en qué se basa su funcionamiento.

Consideremos el recipiente mostrado de forma esquematica en la figura 1 siguiente:

Figura 1

Podemos ver que se ha practicado un orificio (D) en su superficie lateral por el cual sale el
liquido que contiene.

Sabemos que es posible determinar el valor vp de la velocidad con que sale dicho liquido,
sin més que aplicar Bernoulli a los puntos A y D. En efecto:

1 1
Patspvi+p-g-ha=Po+sp-vi+p-g-hp (1)

Considerando que Sa - Va = Sp'Vp, Y que, en este caso, Sa>> Sp, se cumplira también
. 1
que: Va << Vp, por lo que podremos despreciar el sumando 5P V2.

Ademas, sabemos que: Pa = Pp = Pym Yy que hp= 0.

Aplicando las consideraciones anteriores en (1), nos queda: p-g-hy = %p -3

Y despejando: vp = +/2gh, (2)

El resultado anterior se conoce como “Teorema de Torricelli” y nos muestra que: La velo-
cidad de salida de un liquido por un orificio practicado en la pared del recipiente que lo
contiene, es numéricamente igual a la velocidad final que tendria un cuerpo que se dejase
caer libremente desde una altura igual a la existente entre la superficie del liquido y el ori-
ficio. Podemos plantearnos ahora, qué es lo que le ocurre al valor de esa velocidad con-
forme va descendiendo el nivel del liquido.
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Experimentalmente se puede comprobar que, al ir bajando el nivel del liquido, la veloci-
dad de salida va haciéndose cada vez menor. Esta relacion esta implicita en el resultado
anterior (2), en el que se ve que vp disminuye conforme disminuye ha y también se co-
mentd en los ejercicios 2 y 6. Ahora bien, en determinadas situaciones (por ejemplo, en el
vaciado de un deposito para llenar otros recipientes), nos puede interesar que dicha veloci-
dad de salida se mantenga constante. ; COmo podemos conseguir esto?

| |
El cientifico francés Edme Mariotte, en el siglo XVII, elabor6 una l\

respuesta sencilla a esta pregunta. Basta tapar el recipiente con un
tapon perforado al cual se acopla un tubo de vidrio en la forma que A |B
se muestra en la figura 2 adjunta.

L]
(]

La situacion de partida que se observa en la figura, es una situacion
de equilibrio, en la que se cumple que la presion en los puntos A 'y
B es la misma e igual a la presion atmosférica: Pa = Pg = Pym.

Figura 2 DT

Al quitar el tapon que obstruye el agujero D, comienza a fluir el liquido y, consecuente-
mente, a descender el nivel en el frasco, con lo que el aire interior va ocupando cada vez
un volumen mayor y, por tanto, la presion en el punto A va disminuyendo, mientras que la
presion en B se mantiene igual a la atmosférica. Esto hace que el nivel de liquido en el
interior del tubo (donde hemos situado el punto B), vaya disminuyendo cada vez mas por
debajo de A, de modo que, llega un momento en el que alcanza el punto C situado en el
extremo inferior del tubo (ved figuras 3 y 4 siguientes).

i il

* A

.

Cle ByC -.~ _____________________
!

Figura 3 Figura 4
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Dado que el agua sigue saliendo, seguird descendiendo el nivel de A, pero en el caso de B,
situado ya en el extremo inferior del tubo, esto no es posible y ello trae como consecuencia
que se produzca una succion de aire exterior el cual entrara por el extremo superior del tubo
y burbujeara por el inferior ascendiendo a la camara situada por encima del punto A, de mo-
do que, aunque A siga descendiendo, la presién en B se mantiene constante e igual a la at-
mosférica. A partir de ese instante, la velocidad de salida permanece constante y dada por:

vp =4/29H (3)

Puesto que depende de H, el valor de esta velocidad constante de vaciado se puede modi-
ficar, si se desea, subiendo o bajando el extremo inferior del tubo en el frasco.

La velocidad anterior, se mantendré constante hasta que el nivel de A llegue al punto C.
¢ Que le ocurrira a partir de ese momento?

En el momento en que el nivel de A llegue al punto C, la situacién sera la misma que la
descrita al comienzo de este ejercicio y la velocidad de salida del liquido restante situado
por encima del orificio D pero por debajo del extremo inferior del tubo, ird disminuyendo
conforme disminuya el nivel de A.

Histéricamente, el principio del frasco de Mariotte fue utilizado en el siglo XIX en los
quinqués y lamparas del alumbrado doméstico. Hoy se aprovecha en el desarrollo de va-
rios dispositivos hidrodinamicos, que tienen importantes aplicaciones industriales y me-
dioambientales. Algunos ejemplos de estos dispositivos son los lisimetros (se introducen
en el suelo en lugares con vegetacion y sirven para medir la evapotranspiracion de los cul-
tivos; ved figura 5 siguiente), los permeametros de nivel constante (como su propio nom-
bre indica, sirven para medir la permeabilidad de los materiales ante el paso de fluidos a
través de ellos), los infiltrGmetros (miden la capacidad de infiltracion de los suelos) y los
goteros, que se utilizan en los sistemas hidrodinamicos de riego por goteo.

1l

el

1 o T EI R R XN

Figura 5: Representacion esquemética de un lisimetro® en el que se simula la presencia de un nivel
freatico abastecido con una botella de Mariotte. Referencia: Tafur. H., Rios, L. Aplicaciones
précticas del principio del frasco o botella de Mariotte. Disponible en:

https://www.academia.edu/35701141/Conferencia Aplicaciones botella Mariotte

* El nivel freatico viene marcado por la profundidad que alcanza la capa superior del agua acumulada (por
filtraciones) en el subsuelo.


https://www.academia.edu/35701141/Conferencia_Aplicaciones_botella_Mariotte
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8. Se pretende que el chorro de agua del surtidor de una fuente alcance una altura
méaxima de 5 m (D) sobre la boca de salida (B). Teniendo en cuenta la informacion
reflejada en la figura adjunta, determinad los valores de la velocidad y presion en el
punto A (presion de suministro) asi como la seccion que tendra el chorro en el exte-
rior cuando haya ascendido 2 m (C) por encima de la boca de salida. (Resuélvase
considerando que no hay pérdidas en la conduccion ni rozamiento con el aire).

Altura maxima
del chorro

15cm®

Podemos intentar resolver el problema aplicando Bernoulli entre el punto A y otro punto
del trayecto recorrido por el agua del que dispongamos de méas datos, como el punto D. En
ese caso:

1 1
Patsp-vitp-g-ha=Pr+sp-vi+p-g-hp
Dado que Pp = Pam y que Vp = 0, obtenemos que:

1
Pa=Pym+p-g-hp—5p vi (O

La expresion anterior, es consistente con el hecho de que, a igualdad de los restantes facto-
res, Pa sera mayor, cuanto mayor sea la altura maxima a alcanzar (hp) y menor sea el valor
de la velocidad en la boca de entrada (va). Sin embargo, no podemos hallar P, puesto que
desconocemos va, por lo que sera necesario determinar antes el valor de dicha velocidad.

¢, Como podriamos hacerlo?
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De acuerdo con la ecuacion de continuidad, se cumple que: Sa-Va = Sg-Vg

Y despejando: v, = z—j - Vg (2)

Ciertamente, desconocemos Vg, pero podemos obtenerla si aplicamos Bernoulli a los pun-
tos B y D, con lo que:

1 1
Ps+sp-vg+p-g-hg=Py+p-vi+p-g-hp

En la ecuacion anterior, Ps = Pp = Pgmy Vp =0

Teniendo esto en cuenta y despejando, obtenemos que: Vg = \/Zg - (hp —hg) (3

Sustituyendo vg en la ecuacion (2), obtendremos va:

VAZE_j'\/Zg'(hD_hB)

(4-1072)

’ 4 ! r r i m

vy = +\J2-98-(78-128) = 2'64—

A (15 - 1072) v ( ) s
Ty

Sustituyendo ahora va en la ecuacién (1), podremos obtener el valor de P buscado:
Py =Pam+p-g-hp—5p-vi=1013-105+10%-9'8-7'8 = 2103 - 697
Y operando: Pa=174255’2 N/m?= 172 atm °

Para obtener la seccion gque tendra el chorro de agua cuando haya subido 2 m por encima
de la boca de salida, bastara aplicar de nuevo la ecuacion de continuidad, pero, esta vez,
entre los puntos B y C, con lo que:

v
SV =Sc'Vg — S =Sp° £ 5)
Uc

Si analizamos el resultado literal, dado por la ecuacion (5), nos daremos cuenta de que,
dado que la velocidad del chorro va disminuyendo conforme este asciende (vc < vg), la
seccion del mismo debera ir aumentando, por lo que Sc > Sg (l6gicamente, al descender
ocurrira lo contrario).

® Como ya comentamos anteriormente, N/m? = Pa (Pascal). El que no utilicemos aqui esta unidad interna-
cional (Pa), obedece a la intencion de evitar posibles confusiones que pueden generarse debido a los sub-
indices que habitualmente acompafian a la presion P.
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También veremos que, para poder calcular Sc, necesitamos conocer antes vc. Esto, pode-
mos conseguirlo, aplicando de nuevo Bernoulli, pero esta vez, entre C y D. En efecto:

1 1
Petsp-vi+tp-g-he=Pp+zp-vp+p-g-hp

Teniendo en cuenta que Pc = Pp = Patm y que vp = 0:

1
Patm+§p-v5+p-g-hc=Patm+p-g-hD

Y despejando: ve = /29 - (hp — h¢) (6)

Sustituyendo ahora (3) y (6) en la ecuacion (5) anterior, obtenemos finalmente que:

_ < . [(hp—hp
o=, (@2 (g

En el resultado literal anterior, se contempla, como asi debe ser, el hecho de que cuanto
maés se aproxime el punto C al punto B, tanto méas se aproximara la seccién del chorro en
C ala seccion del chorro en B.

Para terminar, sustituyendo los valores numéricos correspondientes, obtenemos que:

_ (a1072)*  [(7'8-2'8)
Sc=T 4 (7'8—4'8)

Y operando: Sc=1257-10"-1°29 =16°2- 10* m? =162 cm?

Para reforzar este problema hemos elaborado una animacion Modellus que simula la situa-
cion y obtiene la presion de suministro buscada, Pa. Como hemos visto (ecuacion 4), di-
cha presion, que hay que suministrar en el origen, depende, junto con otros factores, de la
altura maxima del chorro de agua, hp, y también de los didmetros de la tuberia del surtidor
en el punto de suministro y en la salida (da y dg). Por ello, en la pantalla de la animacion,
hemos colocado tres controladores manuales con los que los alumnos pueden modificar
estas magnitudes y poner a prueba sus hipdtesis acerca de ellas. Si lo desean, también
pueden entrar en la ventana de condiciones iniciales para modificar los valores del resto de
parametros de los que depende Pa (presidn atmosférica, gravedad y densidad del liquido)

En la imagen siguiente, vemos su aspecto cuando los valores de los datos del problema
coinciden con los que hemos adoptado aqui.
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¢ Que presidn de suministro se necesita en A para que el
agua ascienda hasta la altura marcada por el punto D?

Wax =10.00
altura maxima hi=7.50
del chorro {m)

D | hD=780m

hlin = 2.80

Mz = 20.00

. dA=15.00
diametro A {cm)

hdin = 0.00

Max = 20.00
Suelo

| diametro B {cm)
2Zm hB =280m

0_._]: ________ l 4 Min = 0.00

PA =1.72 atm

dB=4.00

La animacién y el programa necesario para hacerla correr estan disponibles en la Web de
Materiales para la ensefianza y la Divulgacion de la Fisica de la Seccion Local de Alicante
de la RSEF: http://rsefalicante.umh.es/fisica.htm
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9. En el sifon de la figura, se mantiene tapada la boca en la que se encuentra el punto
D. Se pide:

a) Presionen A, B,CyD
b) Velocidad (m6dulo) con que circulara el agua por el tubo y presion en cada uno de
los puntos anteriores, una vez destapado dicho tubo.

Datos: Considerad que la presion atmosférica es Paim = 1°013-10° N/m?, que el liquido
contenido es agua (p = 10° kg/m®) y que la seccién del depésito que contiene el agua es
mucho mayor que la seccién del tubo.

a) Como el agua se halla en equilibrio, podriamos determinar las presiones en los puntos
que nos piden, utilizando la ecuacién fundamental de la hidrostatica. No obstante, también
podemos aplicar el principio de Bernoulli, sin mas que considerar que la velocidad es nula
en todos los puntos del depoésito y de la tuberia, con lo que:

Py + pghy = Py + pghg = Pc + pghc = Pp + pghp
Y, teniendo en cuenta que Pa = Pam = 1°013-10° N/m? = 1 atm, tendremos:

ConAyB: Py + pghy = Pg + pghg. Simplificando (ha =hg): Pg =Pa=1atm

_ _ _, 1039’84
ConAyC: Py + pghy = Pc + pghe — Pc = Pa—pg(hc-ha) =1- 7013105~ 0’613 atm
103-9'8-3
ConAyD: Py +pghy = Pp + pghp — Pp=Pa+ pgha = 1+ —————= =129 atm

1'013-105
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b) Al destapar el tubo, subitamente, la presion en D pasa a valer 1 atm (hemos visto que
antes valia 1’29 atm).

En ese mismo instante, en C, tendremos, por la izquierda, una presion de Pam-pg-4, mien-
tras que, por la derecha, sera de Pam-pg-7. Por tanto, sobre la seccion circular que contiene
a C, se ejercera una fuerza neta hacia la derecha, rompiéndose el equilibrio inicial y des-
plazandose agua para alcanzar una situacion estacionaria, en la que la nueva ecuacion de
Bernoulli seré:

1 1 1 1
Pa+5p Vi +pgha = Ps+5p v +pghs = Pc+5p - v¢ + pghe = Py +5p - vj +pghyp

-Si tenemos en cuenta que, tal y como se especifica en el enunciado, en este caso, la sec-
cidn Sa es mucho mayor que la seccion S del tubo (Sg = Sc = Sp = S), aplicando la ecua-
cion de continuidad®, esta claro que la velocidad a la que desciende el nivel del agua en el
deposito, va, sera mucho méas pequefia que la velocidad v a la que circula el agua por el
interior del tubo (vg = vc = vp = V), y, por tanto, podemos despreciar va.

-Por otra parte, sabemos que, hp = 0 y que, en la nueva situacion: Pa = Pp = Py = 1 atm

Si introducimos todo esto en la ecuacién anterior, esta queda como:

1 1 1
Patm + pgha = Pp +5p - v* + pghg = Pc +5p - v* + pghe = Pagm +5p - v*

Considerando ahora Ay D:
1
Potm + pgha = Paem +E,0'v2 — v =,/2ghy

Y sustituyendo valores: v = v2:9'8 -3 =767 m/s

Analicemos brevemente el resultado literal anterior: En él volvemos a encontrarnos con
algo ya conocido (ved Teorema de Torricelli en problema 7), pero, ademéas, nos muestra
que para que el agua fluya en la situacion descrita, es necesario que ha sea mayor que 0, o,
lo que es equivalente: que el nivel de la boca de salida (D) esté por debajo del nivel del
recipiente (A). Esta es la explicacion de por qué para poder transvasar un liquido (agua,
vino, gasolina, etc.) de un depdsito a otro mediante un tubo, no solo hay que llenar previa
y totalmente el tubo con dicho liquido, sino que, ademas, hay que colocar el deposito re-
ceptor de modo que el nivel del liquido en el mismo quede por debajo del nivel existente
en el deposito suministrador.

Vamos ahora a calcular los valores de la presion en los puntos A, B, C y D en la nueva
situacion (extremo inferior del tubo abierto y agua circulando en régimen estacionario):

Ya henos visto que, en esta nueva situacion, se cumple que: Pa =Pp = Pam

Si aplicamos de nuevo Bernoulli para A y B:

® En ejercicios anteriores ya hemos usado la ecuacion de continuidad, segun la cual, para un fluido que circu-
la en régimen estacionario por una conduccion, el caudal (dado por S-v) ha de ser constante y, por tanto, si
disminuye S, aumenta v (y viceversa). Para este caso en concreto: Sa-va = S:v donde Sp>> S — va <<V
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PA"‘PghA=PB+%P'V2+PghB—’PA=PB+%P'U2—’PB=PA‘%P172—’

1
Py =PA_§p'(29hA)

. 103.9'8-3
Y sustituyendo: Py = 1 — ————— =1-0"29 =0’710 atm
1'013-10

El resultado literal anterior, nos muestra también que cuanto mayor sea la altura ha, es
decir, cuanto mas alto se encuentre el nivel del liquido en el depdsito del que se esta extra-
yendo, respecto a la boca de salida del tubo por el que fluye, menor seréa el valor de Pg.

Finalmente, considerando Ay C:

P+ pgha = Pc +5p - v? + pghe

Si en la ecuacion anterior, tenemos en cuenta que v = \/Zg—hA , NOs queda:
Py + pghy = Pc + pghy + pghe — Pc = Py — pghc

103.9'8.7

- m =1-0°677=0’323 atm

Y sustituyendo: Pc=1

Ya hemos visto que el funcionamiento de este dispositivo exige que ha > 0 (es decir, que
el nivel de liquido en el deposito de la izquierda esté por encima de la salida de la dere-
cha). Cabe plantearse, ahora, si existe alguna otra limitacion para que el liquido fluya.

1?) Considerando A y C, hemos visto que se debe cumplir que:
1 5
P, + pgh, =P, +E-pv + pgh.
Teniendo en cuenta que Pa = Pam Y despejando:
1 5
PC +Epv = Patm + 9 (hA —hC)

La presion atmosférica Patm = 1 atm, equivale a la presion existente en la base de una
columna de agua de 10’34 m de altura. Introduciendo este dato en la ecuacion anterior,
nos queda:

Pe +%-pv2 = pg-1034 + pg (h, —hc)
Y reagrupando: P, +%-pv2 =pg- o -(h. -h,)

¢ Qué nueva limitacion a que fluya el agua queda contemplada en la ecuacion anterior?
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Como P¢ no puede ser negativa, para que circule el agua de forma regular sera necesario
que: hc-ha<10’34m

2%) Considerando ahora C y D:

Teniendo en cuenta que Pp = Pam
1 2 1 2 1 1
Pc"'"E'pV +pghc:Patm+§'pV — P +pghe = 09-1034 — R, = pg- (1034 - )

¢ Qué otra limitacion podemos observar analizando la Gltima expresion obtenida?

Razonando igual que antes, como Pc no puede ser negativa, para que fluya el agua regu-
larmente en el dispositivo manejado, debera cumplirse también que: hc < 10°34 m

Para reforzar este problema hemos elaborado una animacion Modellus en la que se repre-
senta el esquema del sifén y se calculan todas las magnitudes que pide el enunciado. En la
pantalla de la misma hemos colocado un cursor manual con el que los alumnos pueden
dejar el sifén taponado o pueden destaponarlo, para comprobar, de este modo, como se
modifican los valores de las presiones buscadas (en los puntos A, B, C y D) segun esté el
sifon abierto o cerrado. Cuando el sifon esta abierto, la animacion obtiene también el valor
de la velocidad a la que circula el agua por el tubo y con la que, en consecuencia, sale por
la boca del sifon (D).

Por otra parte, también hemos afiadido otros dos cursores manuales para que los estudian-
tes puedan modificar las alturas ha y he, viendo cémo influyen tales modificaciones sobre
las presiones buscadas y sobre la velocidad con la que sale el agua cuando se destapa el
sifon. Manipulando estos cursores se pueden extraer algunas lecciones del problema. En
efecto, al modificar el valor de la altura del punto mas alto del sifén (h¢), se constata que
cambia el valor de la presion ahi (en C), pero también se comprueba que no se altera la
presion en el punto de salida (D), ni tampoco la velocidad con la que circula el agua y sale
al abrir el sifon. Asi debe ser, ya que estas dos magnitudes dependen enteramente del des-
nivel que exista entre el depdsito y la boca de salida del sifén, pero no de la altura adicio-
nal que pueda recorrer el liquido dentro del tubo. Del mismo modo, al modificar la altura
del nivel del deposito (ha), se comprueba que, estando el sifon cerrado, esta modificacion
implica sendas alteraciones del valor de la presién en el punto mas alto del sifon (C) y en
la boca del mismo (D) (al modificar ha se alteran los desniveles entre el depdsito y cada
uno de esos puntos), y, al abrir asi el deposito, el agua circula y sale de él con una veloci-
dad también diferente (mayor cuanto mayor sea el desnivel entre el depoésito y la boca de
salida).

En la imagen siguiente, vemos el aspecto de la animacion cuando los valores de los datos
del problema coinciden con los que hemos adoptado aqui y el sifén esta abierto.
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¢ Con que velocidad sale el agua al abrir el sifon?

¢ Cuanto vale la presionen A. B, Cy D?

PC=0.32atm C

Maz =10.00

hC=7.00
PA = 1.00 atm PE =0.71 atm _
Wlin = 0.00
AllB hC =700 m

= PR e = 3.00
ha=3.00

hA =3.00 m Min =080

ED =1.00 atm
i i | D_+ _. 0

-‘ v=T7.6T m's

cerrar abrir

La animacion y el programa necesario para hacerla correr estan disponibles en la Web de
Materiales para la Ensefianza y la Divulgacion de la Fisica de la Seccién Local de Alicante
de la RSEF: http://rsefalicante.umh.es/fisica.htm
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10. Un camion de bomberos esta suministrando 400 I/min a presion de 7°5 atm a una
manguera de 45 mm de diametro, dotada de una punta de lanza cuyo diametro de
salida es 20 mm. Sabiendo que el bombero que utiliza la manguera se encuentra a 25
m de altura sobre el camion, se pide:

a) Velocidad del agua en el interior de la mangueray a la salida de la punta de lanza.
b) Presion con la que llega el agua a la punta de lanza.

c) Pérdida de carga que se produce en la manguera (se desprecia la correspondiente
a la punta de lanza).

Datos: Pam = 1°013-10° N/m?, p = 10° kg/m®

a) En problemas anteriores ya hemos aplicado la ecuacion de continuidad para resolver
cuestiones de este tipo. Recordemos que dicha ecuacion establece que en cualquier con-
duccion por la que circula un fluido en régimen estacionario, el caudal o producto de la
seccion de la tuberia por la velocidad del fluido en cualquier punto de la misma, ha de ser
constante. Esto significa que en los ensanchamientos la velocidad sera menor que en los
estrechamientos. Por tanto, si lo aplicamos a este caso, deberemos comprobar cémo el
valor de la velocidad del agua en el interior de la punta de lanza (mas estrecha) sera mayor
que en el interior de la manguera (mas ancha).

En la figura siguiente se ha representado de forma esquematica la manguera y la punta de
lanza acoplada al final de la misma:

/7 25m

e —
O———-‘ - —————— — —
S
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Si consideramos los puntos B (extremo de la manguera) y C (boca de salida de la punta de
lanza) y aplicamos en ellos la ecuacion de continuidad, resulta que el gasto “Q” o caudal
de agua, podra expresarse como:

Q=SpVs=ScVc

Puesto que el valor de Q es conocido, mediante la ecuacién anterior, resulta inmediato el
céalculo de ambas velocidades:

400 - 103
_ _ 60 _ 6'67-1073 _ 4,19m
VBT S T T (45-103)2  1'59.-103 s
7}
_Q_ 6671070 667-107% . om
Ve TS, T (20-10)2  314-10-% s

4

Si nos fijamos en los resultados obtenidos, veremos que, como era de esperar, el valor de
Vc es 5’1 veces mayor que el de vg (al contrario de lo que ocurre con la seccién, donde Sc
es 5’1 veces menor que Sg).

b) Para calcular la presion con la que el agua llega a la punta de lanza, basta con aplicar
Bernoulli entre los puntos B y C (despreciando la pérdida de carga que se pueda producir
en la punta de lanza), con lo que:

1 1
Py +5p - v +pghs = Pc+5p- v +pghe

Si tenemos en cuenta que hg = hc y que Pc = Pam:
1 2 2
Pp = Patm"'zp'(vc - vg)
Y, sustituyendo: Pz = 1’013 - 10° + %103 - (21'24% — 4’19%) = 3°18-10° N/m? = 3’14 atm

c) Sabemos que en la manguera, debido a las pérdidas de energia por friccion, se produce una
pérdida de carga. Para determinar su valor, aplicaremos Bernoulli con pérdidas entre A y B:

1 1
PA"‘EP'UX‘*‘PQhA:PB +§p°v§+pghB+PfAB

Teniendo en cuenta que Va = Vg, Y que ha =0, nos queda: P, = Py + pghg + Prap
Despejando Piag: P = Py —P; —oghg. Y sustituyendo:
Piag = (7°5—3’14) -1°013-10° — 10>9°8-25 = 4°42-10° — 2°45-10° = 1°97-10° N/m* = 1’94 atm

Si analizamos el resultado literal anterior (asi como su valor cuantitativo), vemos que en el
tramo AB hay una peérdida de presion (Pg < Pa), debida tanto a la diferencia de altura co-
mo a las fricciones a lo largo de la conduccion.
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Para reforzar este problema hemos elaborado una animacién Modellus que obtiene la ve-
locidad del agua a la salida de la punta de lanza, la presion con la que esta llega a la punta
de lanza y la pérdida de carga que se produce en la manguera. En la pantalla de la misma,
se dispone de tres controladores manuales con los que los alumnos pueden modificar el
caudal de suministro, la presion de suministro y la altura a la que se sitta la punta de lanza
con respecto al resto de la manguera, que se supone extendida en direccidn horizontal.

En la imagen adjunta, vemos su aspecto cuando los valores de los datos del problema co-
inciden con los que hemos adoptado aqui.

¢ Con que velocidad sale el agua por la punta de lanza?
¢ Que presion tiene el agua a altura de la lanza?
¢Cuanto vale la pérdida de presion en la manguera?

vC =21.22 m's
PBE=314am B c
PfAB = 1.95 atm | === | H=25.00m
’
vEB = 4.19 mls i
Q = 400.00 Ifimin e
A PA =750 atlt S -
s = B00.00 Mz = 40.00 1000
a=40000 altura punta de H= 25.00 presion

caudal suministro suministro {atm)

{l'min) 7aH

lanza {m})

Min = 0.00 hin = 0.00 00

La animacion y el programa necesario para hacerla correr estan disponibles en la Web de
Materiales para la Ensefianza y la Divulgacion de la Fisica de la Seccion Local de Alicante
de la RSEF: http://rsefalicante.umh.es/fisica.htm
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11. Desde un lago se bombea agua a un depésito de 200 m®, situado a 80 m de altura,
mediante una tuberia de 45 mm de diametro (la figura no esta a escala). Sabiendo
gue la bomba suministra un aumento de presion de 9 atm y un caudal de 300 I/min,
se pide:

Deposito

Lago

a) Potencia hidraulica desarrollada por la bomba.

b) Pérdida de presion (pérdida de carga) que se produce en la conduccion.

c) Pérdida de energia hidraulica en el llenado del deposito.

d) Energia total perdida en el llenado, sabiendo que la bomba trabaja con un rendi-
miento del 60%.

a) La potencia hidraulica de la bomba es una caracteristica de la misma y tiene un valor
determinado, independiente de la conduccidn a la que se conecte.

Sabemos que la potencia, en general, es una magnitud que mide lo rdpidamente que se
realiza un trabajo y su valor en cualquier instante, se puede obtener mediante la derivada
del trabajo respecto del tiempo.

En nuestro caso, si denominamos como Fen: y Fsa @ la fuerza a la entrada y a la salida de
la bomba respectivamente y “de” a un desplazamiento infinitesimal del agua a lo largo de
su trayectoria por el interior de la bomba, tendremos:

dWhidr — (Fsqi—Fent)-de — (Psqi—Pent)-S-de — (Psai—Pent)-dV
dt dt dt dt

Phiar =

(En la ecuacion anterior, hemos sustituido F por P-S, tanto a la entrada como a la salida y
S-de por dV).

Y si tenemos en cuenta que dV/dt = Q (caudal o gasto), obtenemos:

Phigr = (Psal - Pent) -Q
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Vemos que la potencia hidraulica es constante, puesto que tanto la diferencia de presiones
como el caudal, también lo son.

Sustituyendo los valores numéricos correspondientes (en unidades internacionales):

300-1073
Phigr = (Psqt = Pone) *Q=9-1013 - 10° - SErTa 4558’5 W

b) Considerando los puntos A y B de la figura y aplicando Bernoulli (con pérdidas):
1 1

P, +§p-v2+pghA = Py +§p-v2 + pghg + P;

Teniendo en cuenta que: Pa = Pyomba, Ps = Pam, Va =V y que ha =0:

Pyomba — Patm = Pghs +Pf - Pf = (Pyomba — Patm) — pghs

Es decir, usando una bomba determinada (que aportara al agua un determinado incremento
de presion), la pérdida de presion en la tuberia resulta mayor cuanto menor sea la altura
hasta la que se quiera subir el agua.

En este caso, sustituyendo valores obtenemos:
Pr=9-1'013-10° — 10° - 9'8 - 80 = 1°277-10° N/m? = 1°26 atm

c) Tal y como se tratd en el problema 1 de este tema, Py, también se puede considerar co-
mo energia perdida por unidad de volumen. Podemos, pues, escribir que:

P=1°277-10°J/m®

Por tanto, la energia perdida en la conduccion cuando se llena completamente el deposito,
vendré dada por:

Wi = Pf-Vgep = 17277-10° - 200 = 2°554 - 10" T =71 kWh

Para calcular la energia hidraulica que se pierde’ en el llenado del depésito, es necesario
sumar al valor anterior, la energia cinética con la que el agua llega al depdsito. Para calcu-
lar esta, hemos de hallar el valor de la velocidad con la que circula el agua por la tuberia:

Sabemos que Q = v-S de donde: v = Q/S
300-103
60
_(45-10—3)2
4

Sustituyendo los valores numéricos: V = =314 m/s

Con lo que: Ec = mv?/2 = 200-10%3°14%/2 = 985960 J = 0’27 kWh

" Naturalmente, dicha energia no desaparece (lo que violaria el principio de conservacién de la energfa). Se
denomina energia “perdida” porque dicha energia no es 1til, ya que se halla repartida como energia interna
entre todas las particulas que conforman el sistema considerado.
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Luego, la energia hidraulica perdida en el proceso de llenado, seré:
Ehidrp =Ws+E.=71+0°27 =737 kWh

d) La energia evaluada en el apartado anterior es solo la pérdida de energia hidraulica en
la conduccidn. Para determinar la energia que se pierde, en total, durante el proceso de
llenado, debemos considerar también la energia “perdida” en la propia bomba, ya que, al
tratarse de un dispositivo mecanico, existen pérdidas relevantes debidas a las fricciones
que se producen en su interior.

El rendimiento de la bomba, nos relaciona la energia hidraulica obtenida (Enigr) con la
energia consumida por esta (E):

Por otra parte: Enigr = Enigru + Enidrp

En la ecuacion anterior:

Enigru = Energia hidraulica Gtil®= mgh = pVgh = 10%200-9°8-80 = 1°568-10° J = 43’56 kWh
Sustituyendo:

n= Erigr = Erion +Brisp o _ 4356+737 _ 5093

E E E E

Y despejando: E =50°93/0°6 = 84’88 kWh
Luego, la energia total perdida (Ep) en el llenado sera:
Ep = E —Ehigru = 84°88 -43°56 = 41°32 kWh

Los estudiantes pueden reforzar este problema usando una animacién Modellus que calcu-
la todas las magnitudes buscadas. En la pantalla disponen de tres controladores manuales
con los que se puede modificar la altura a la que se quiere elevar el agua, el caudal de su-
ministro, y el aumento de presion que aplica la bomba. Manipulando dichos controladores
pueden poner a prueba sus hipotesis y verificar algunos casos limite evidentes (por ejem-
plo, si el caudal fuera cero, Q=0, también lo seria la energia cinética del agua, Ec=0).

En la imagen adjunta, vemos el aspecto de la animacion cuando los valores de los datos
del problema coinciden con los que hemos adoptado aqui.

® Llamamos energia hidraulica Gtil a la parte de la energia hidraulica suministrada por la bomba que queda
almacenada en el depdsito como energia potencial gravitatoria del fluido.
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¢ Qué potencia hidraulica desarrolla la bomba?
¢ Qué pérdida de presion se produce en la tuberia?
¢ Cuanta energia se pierde al llenar el depoésito?

Max = 130.00 Energia perdida
i W, =7.09 kWh
Altura depdsito (m) - H =80.00 e |4 cohduseion '
l Energia cineética E. = 0.27 kWh
Min = 0.00 del agua
Max = 600.00
Caudal .
suministrado (I/min) . Q =300.00
Min = 0.00 B
H=380.00 m
Max = 10.00
Aumento de la presion .Aumento P =900
suministrado (atm) Depésito
Bomba

Min = 8.00

A

P..=4.56 kW P,=1.26 atm

La animacién y el programa necesario para hacerla correr estan disponibles en la Web de
Materiales para la Ensefianza y la Divulgacion de la Fisica de la Seccién Local de Alicante
de la RSEF: http://rsefalicante.umh.es/fisica.htm
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12. Determinad la velocidad del agua en la boca de salida y los niveles que se produ-
ciran en los tubos, al quitar el tapdn, en los siguientes casos:

C' D' Eo F

2m »< 2m > € 2 m—» ¢—2 m——=>

A

a) Suponiendo que no haya ninguna pérdida de energia mecanica.
b) Existe una pérdida lineal de 0’08 atm/m en la conduccion.

Datos: El dibujo no esta a escala. Considerad que la seccion del depoésito es mucho mayor
que la seccion de la conduccion. 1 atm = 1°013-10° N/m?. Densidad agua p = 10° kg/m®.

a) Vamos a analizar, en primer lugar, lo que sucedera al quitar el tapon suponiendo el caso
ideal de que no haya ninguna pérdida de energia mecanica. En este supuesto, podremos

aplicar la ecuacién de Bernoulli a los puntos A, B, C, D, E y F, representados en la figura,
en la forma:

1 1
P, +§p-vf + pghy = oo . = Pp +§p-v§ + pghe

Considerando el origen de alturas representado, sabemos que:
ha=Hyquehg=hc=hp=hg=hg=0

También se cumplird que: Pao =P =Pam Y Qque: Vg =Vc =Vp = VE=VE =V

Por otra parte, dado que, tal y como se especifica en el enunciado, la seccion del deposito
(Sa) es mucho mayor que la seccion de la conduccion (S), segun la ecuacion de continui-

dad, la velocidad va a la que desciende el nivel del depésito serd mucho menor que la ve-
locidad v a la que circula el agua por la conduccién, lo que nos permitira despreciar el su-

1
mando - p - vj.

Teniendo en cuenta las consideraciones anteriores, la ecuacion de Bernoulli queda como:

1
Patm+ng=PB+Ep-v2= ......... = Pym +=p - V2

De donde se concluye que:
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pgH = %p - v% (1)
Pgs =Pc =Pp =Peg =Pam (2)

De la ecuacion (1) se obtiene que la velocidad del agua en cualquier punto de la tuberia
(en la situacion ideal considerada) viene dada por:

v=,2gH (3)
Y sustituyendo los valores numéricos: v =+v2-9’8-10 =14 m/s

Démonos cuenta que este valor se dard en el momento de quitar el tapon, cuando en el
deposito el nivel sea 10 m. A medida que H disminuya, ira disminuyendo v segun refleja
la expresion (3).

El resultado literal obtenido, coincide con el de otros problemas en los que se planteaba
una cuestion similar y muestra, como ya se indico en ellos, que la velocidad de salida del
liquido coincide con la velocidad que tendria un objeto dejado caer desde una altura igual
al nivel inicial de dicho liquido, cuando llegase a la boca de salida (condiciones ideales,
sin rozamientos).

De la ecuacion (2) se extrae la conclusion de que la presién en cada uno de los puntos con-
siderados es igual a la presion atmosférica. Dado que los tubos verticales estan abiertos a
la atmaosfera, ello nos indica que la altura de agua en cada uno de dichos tubos, sera 0, tal y
como se representa en la figura siguiente:

4>

Por tanto, en la situacion ideal considerada (no hay pérdidas de energia mecanica), una vez
quitado el tapon y alcanzado el régimen estacionario, el nuevo nivel del agua (dado por h”)
en los tubos, sera:

he=hy=h;=0 (4)

Cabe interpretar que la altura geométrica del punto A se invierte en altura cinética en los
puntos B, C,D,EyF.
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Los resultados anteriores, han sido obtenidos considerando una situacion ideal en la que
no se produciria ninguna pérdida de energia mecanica. Sin embargo, sabemos que en la
realidad esto no ocurre y que, debido a la friccién y otras causas, la energia mecanica no
se conserva. Cabe, pues, plantearse, qué es lo que ocurrird con dichos resultados (coémo
cambiarén), cuando la situacion se aproxime mas a una situacion real. Esto es lo que se
plantea en el siguiente apartado:

c) Para empezar, parece claro que, si existen pérdidas de energia en la conduccion, la ve-
locidad a la que sale el agua por F (una vez abierto), debera ser menor que la anteriormen-
te obtenida. Un resultado igual o mayor, indicaria que algo se ha hecho mal.

Si existen pérdidas por friccion, deberemos tenerlo en cuenta en la ecuacion de Bernoulli,
afiadiendo en cada punto la pérdida de presion (Ps) que se produce hasta llegar a él:

1 2 1 2 1 2 1 2
PA+ng:PB+Ep'U =PC+Ep.v +PfC=PD+Ep'U +PfD==PF+Ep'U +PfF

Considerando los puntos Ay F y teniendo en cuenta que Pa = Pr = Pym

1.2 o= _ Prr
ng—Zp Ve + Pep v—\/Z(g p)

Y, teniendo en cuenta que Py = K - L, donde K es la pérdida lineal y L la longitud de la
conduccion entre By F:

v = \/2 (gH—%) (5)

Y sustituyendo valores numéricos:

0’08-1'013-10%-8
103

v= 2(9’8-10— >=8’15m/s

Si analizamos el resultado literal que acabamos de obtener (situaciéon real), veremos que se
transforma en el anterior (situacién ideal) en el caso ideal de que K =0, lo cual es légico
(no habria pérdidas). Por otra parte, el resultado numérico (8’15 m/s), como era de esperar,
es menor que el anterior (14 m/s), indicando que el agua sale con menos velocidad (y, por
tanto, con menos energia cinética), debido a la pérdida de energia por friccion que se pro-
duce a lo largo de la tuberia por la que circula.

Podemos plantearnos ahora (agua circulando, régimen estacionario) como podriamos de-
terminar la altura %’ que alcanza el agua en cada uno de los tubos verticales.

En principio, cabe pensar que cuanto mas lejos se halle el tubo del depdsito, menor sera
h’, debido a que la perdida lineal de carga correspondiente ird aumentando conforme nos
alejamos del mismo. Por otra parte, dicha altura, nunca podra ser mayor que la altura H
correspondiente al nivel del agua en el deposito.
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Para determinar h’ en cada uno de los tubos, podemos comenzar por hallar la presion
hidrostatica en la base de cada uno de ellos.

Comenzaremos por el méas proximo al deposito. La presion en el punto C, se puede cono-
cer aplicando Bernoullien Cy F:

1 2 1 2
Pc+§p'v +PfC=PF+§p'U +PfF
Considerando que Pg = Pgm, sustituyendo P por KL, Psc por K:L/4 y simplificando:

1
P+ K7L =Pam+K-1L

Despejando: Pe = Py + ZKL

Esta presion tiene que coincidir con la presion hidrostatica ejercida en la base de la co-
lumna de agua de altura h’¢ abierta a la atmdsfera, la cual, como sabemos viene dada por:
pghc + Paim » de modo que, igualando:

Pc=pghc + Pyem —Paim + EKL = pgh'c + Pgtmn  Despejando:

3 KL
hp==.— (6
4 pg
Sustituyendo valores numéricos:
, 3 008-1'013- 10°-8
4 103-9'8

=4'96m

Proceded de forma similar, para obtener los valores de la presionen Dy en E

La presion en el punto D, se puede conocer aplicando Bernoullien D y F:
1 2 1 2

PD+EP’U +PfD =PF+§p-v +PfF

Considerando que Pr = Pgm, sustituyendo P por KL, Psp por K:L/2 y simplificando:
K'L KL

PD"'T: atm T KL — Pp :Patm+?

Esta presion tiene que coincidir con la presion hidrostatica ejercida en la base de la co-
lumna de agua de altura h’p abierta a la atmdsfera, la cual, como sabemos viene dada por:
pghp + P, » de modo que, igualando:

, KL , )
Po=pghp + Pyt — Paem + 5 = pghp + Pty Despejando:
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Y sustituyendo valores numeéricos:

- 1 0'08-1'013-105-8
L) 103-9'8

4

=3'31m

Siguiendo los mismos pasos que para C y D, obtenemos finalmente la altura alcanzada por
la columna de agua en el Gltimo tubo vertical, la cual resulta ser:

Y sustituyendo valores: hy = 1°66 m

De particular interés resulta analizar lo que sucede en el punto F, donde esté situada la boca
de salida de la conduccion. En efecto, si despejamos H de la ecuacion (5), obtenemos que:

v? KL

H=—+—

29 pg
Este resultado se puede interpretar diciendo que la altura geométrica (H) en A se invierte
en F en altura cinética (v¥/2g) mas altura de pérdida de carga (KL/pg).

Sin embargo (ved figura siguiente), en los puntos C, D y E, al ser la pérdida lineal de car-
ga menor que en F (1/4, 2/4 y 3/4 de ella, respectivamente), una parte de la altura geomé-
trica en A, se invierte en altura de presion (parte de los tubos que contienen agua, som-
breada en azul en la figura), de modo que la suma correspondiente a la altura cinética, la
altura de presion y la altura de pérdida de carga, en cada tubo, nos da siempre H.
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VVemos, pues, que, como era de esperar, la altura alcanzada por el agua en cada tubo (altu-
ra de presién), es menor conforme nos vamos alejando del depdsito y también que si k
valiese 0 (caso ideal, sin pérdidas), estas alturas serian nulas.

A partir de las ecuaciones 6, 7 y 8 anteriores, deducid una ecuacion general, valida para
calcular la altura h’ en cualquier punto de la conduccion considerada.

Basta analizar las ecuaciones, para concluir que la ecuacion buscada se puede expresar como:

p=Xw-n
= —. —-x
Py

En la ecuacion anterior, x es la distancia (entre 0 y L), del punto de la conduccion conside-
rado al punto B en el que henos situado el origen.

Para reforzar este problema hemos elaborado una animacion Modellus, que representa la si-
tuacion con el tapdn quitado y calcula las alturas de las columnas de agua y la velocidad con la
dicho agua sale por la boca del dispositivo. En la pantalla hemos colocado varios controlado-
res manuales con los que los estudiantes pueden modificar la densidad del liquido, la grave-
dad, la longitud total de la conduccién (es decir, entre los puntos B y F) y el coeficiente k de
pérdida de carga por unidad de longitud. Manipulando estos controladores, los estudiantes
pueden poner a prueba hipotesis y constatar algunos casos limite, entre ellos, el caso en que k
=0, es decir, la situacion ideal que ocurriria si no hubiera ninguna pérdida de energia mecani-
ca (apartado a del problema).

¢ Con qué velocidad sale el agua? ;Qué altura alcanza
en cada columna?

Max =0.10 Max = 12.00 Max = 1.20E3 ___ Max = 10.00
Coeficiente de ke=0.08 m Densidad del M L ddel — | -8.00
ICI _ - ongitud de la ’
pérdidas (atm/m) I Gravedad (N/kg) B g=9.80 liquido (kg/m’) B8 4 = 1000.00  conduccién (m) I
Min = 0.00 Min = 8.00 Min = 90'0.00 Min = 2.00

H=10.0

La animacién esta disponible en la Web de Materiales para la Ensefianza y la Divulgacion de la
Fisica de la Seccion Local de Alicante de la RSEF: http://rsefalicante.umh.es/fisica.htm
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13. Dada la situacion de la figura, en la que la seccion del depoésito es mucho mayor
gue la de la conduccién, determinad:

® >

L2 L/2

Q--¥-
C

a) Pérdida de presion que se produce en la conduccion, utilizando la expresion de
Darcy-Weisbach:
pLV?

=t
2D

b) Altura del agua en el tubo vertical.

Datos: Pam = 1°013-10° N/m?, diametro de la conduccion D = 12 mm, densidad del liquido
(agua) p=10°kg/m?, H=10m, L=12m, f=0°05.

a) Para determinar Ps con la expresion de Darcy-Weisbach (dada en el enunciado), necesi-
tamos conocer previamente la velocidad con la que circula el liquido en la conduccion, la
cual podemos obtener aplicando Bernoulli con pérdidas, entre los puntos Ay C:

1 1
P, +§p-vj+pghA=PC +§p-v5+pghC+Pf

Teniendo en cuenta que Pa = Pc = Pgm, hc = 0, ve = v (la misma en cualquier punto de la
tuberia horizontal) y que, al ser la seccién del depdsito mucho mayor que la de la conduc-
cién, podremos despreciar va (como ya se justific en problemas anteriores), la expresién
anterior queda como:

pLv?
2D

1
Patm+ng:Patm+§p'v2+f'

Y despejando:
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gH 9'8 - 10

—_— S v =
1 3 1 17
2t/ 3p 21005 5750132

v= - v=196m/s

Sustituyendo ahora en la expresion de Darcy-Weisbach:

p=f pLv =005 107 - 12 - 17967 — 9% 10% 2 = 095 at
t=1"%p ~ 2-0012 mz atm

b) En cuanto a la altura “h” del agua en ¢l tubo vertical, sabemos que esta relacionada con
la presion existente en el punto B mediante la ecuacion fundamental de la hidrostatica, por
lo que, para determinarla, bastara con aplicar esta ecuacion entre los puntos B y E

P,=P.+pgh — h:m (1)
A9

En la ecuacidn anterior, se ha tenido en cuenta que Pg = Pam

Necesitamos conocer Pg. Para ello aplicaremos Bernoulli entre Ay B:

PA+,ogh:PB+%pv2+PfB
Pf

Como Psg = P1/2, tendremos que: P, =P, + ogH —%p-v2 Y

En la ecuacién anterior todo es conocido. Sustituyendo Pg en la ecuacién (1):

P

ng_EpVZ_if

he 2 2
A9

Finalmente, sustituyendo v, P; y simplificando, obtenemos que:

1+f~L

h=H - 1_—212
1+2f-—

2D

Analizando la expresion obtenida, concluimos que h podra tomar cualquier valor com-
prendido entre 0 y 0°5H. En efecto: cuanto menor sea fL/2D respecto de 1, tanto mas
proximo estard h del valor 0; mientras que cuanto mayor sea el valor de fL/2D respecto de
1, tanto mas préximo estara h de 0’5 H.

1+25
1+50

Sustituyendo valores numéricos: h = 10-(1— ) =490 m
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El resultado obtenido en este ejercicio, queda reflejado en la figura siguiente (no a escala):

A
_____________ LY
hd BT — i ———— Le02m
TR 49m
10 m ™
E‘-c\
49m  TS<_
G__ - ®
B G

En la figura podemos ver que:

I0m=02m+49m+49m

Donde 0’2 m es la altura cinética (v¥/2g) mientras que los otros dos sumandos iguales,
uno corresponde a la altura de pérdida de carga (parte del tubo vertical donde no hay agua)
y el otro (donde si hay agua) es altura de presion.

Para reforzar este problema hemos elaborado una animacién Modellus, que representa la
situacion y calcula la altura del agua en el tubo vertical, la pérdida de carga en la conduccion
y la velocidad con la que sale el agua. En la pantalla hemos colocado varios controladores
manuales para que los alumnos puedan modificar el valor de la altura del agua en la zona
ancha de la conduccién, H, los de la longitud, L, y el diametro, D, del tubo, y el del coefi-
ciente de peérdidas, f. Manipulando estos controladores, los estudiantes pueden poner a prue-
ba hipdtesis y constatar casos limite, como los que hemos comentado un poco mas arriba.

La animacion y el programa necesario para hacerla correr estan disponibles en la Web de
Materiales para la Ensefianza y la Divulgacion de la Fisica de la Seccion Local de Alicante
de la RSEF: http://rsefalicante.umh.es/fisica.htm
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14. En una superficie plana, que se encuentra 20 m por encima de la ubicacion de la
bomba, se monta una red de riego por goteo constituida por un ramal principal, de
200 m de longitud y 30 mm de diametro, del que parten 20 ramales portagoteros.
Cada uno de estos ramales, de 60 m de longitud y 10 mm de diametro, consta de 15
goteros autocompensantes (funcionan entre 1°5 atm y 5 atm), con un caudal de 8 I/h
cada gotero. Se pide:

Potencia hidraulica que debe tener la bomba, sabiendo que esta absorbe el agua de
un pozo cuyo nivel de agua se encuentra 8 m por debajo de la bomba.

Datos: Desde la salida de la bomba hasta la entrada en la red de riego, en el sistema
de filtrado y conduccidn, se produce una pérdida de carga de 8 m.c.a., siendo el fac-
tor de friccidn en los ramales de la red f = 0°03. La disposicién de los distintos ele-
mentos es la del esquema adjunto (no a escala).

Filtro

Bomba
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Sabemos (ved problema 11), que la potencia hidraulica de la bomba viene dada por la ex-
presion:
Plli(h' = (Pb - Pent)'Q (1)

Donde P},;q, = Potencia hidraulica, P, = presion suministrada por la bomba, Pent = presion
a la entrada de la bomba, Q = caudal suministrado.

Como en el enunciado quedan fijados tanto Q como Pey, la minima potencia requerida
sera aquella capaz de suministrar la minima presion de funcionamiento de los goteros (1’5
atm) al gotero que le llegue menos presion (que, como es logico, sera aquel que se encuen-
tre més alejado y, por tanto, la pérdida de carga sea mayor).

Calculamos Q como:

Q =N - Qgot = (20:15)-8 = 2400 I/h = 6°67-10™* m%/s

Este tipo de bombas funcionan creando un vacio de modo que sea la presion atmosférica
la que eleve el agua. Como la méxima altura a la que la presién atmosférica puede elevar

el agua es de 10°34 m, en este caso elevara el agua los 8 m de desnivel y aun le quedara
una presion de entrada de:

Pent=10"34 -8 =234 m.c.a. =2°34/10°34 = 0’23 atm = 0°23-1°013-10° = 2°33-10° N/m?
La presion suministrada por la bomba, podemos expresarla como:

Pb=Pa+Psi (2)

Donde Pa = presion que se suministra a la entrada de la red (punto A), Ps; = perdida de
carga que se produce en el sistema de filtrado y conduccién desde la salida de la bomba
hasta el punto A.

En la ecuacién (2) anterior:

Psil = 8 m.c.a = (8/10°34)-1°013-10° = 7°84-10* N/m?

Para determinar P, aplicaremos Bernoulli, con pérdidas, entre los puntos Ay B del esquema
(que corresponden, respectivamente, a la entrada de la red y al gotero mas alejado).
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1 1
P, +§pvj + pgh, = Pg +Epv§ + pghg + Pf

Despejando:
Py =%P(V§_Vj)+ pghg + P+ P (3)

Como ya hemos comentado, la minima potencia de la bomba que hara funcionar correc-
tamente la red de riego, serd aquella que suministre una Pg = 1’5 atm. Para conocer Pa,
necesitaremos determinar, pues, Vg, Va 'y pr. ¢ Como podriamos hacerlo?

En el punto A se cumple que Qa =Va-Sa'y como Qa = Q, tenemos:

Q _ 664 10" 664107

S, m(30-10°)> 70710
4

Analogamente, en el punto B, se cumple que Qg = vg-Sg y como Qg = 8 I/h = 2°22-10°°

m?/s, tenemos:

A=

=094 m/s

Qe 22210°  22210°
S, 7(10-10°)?  7%8510°°
4

Para conocer Ps, consideraremos que ps = p-g-hs y calcularemos hs (tanto en el ramal prin-
cipal como en los restantes), utilizando la expresion de Darcy. El célculo resulta un tanto
laborioso porque a lo largo de los ramales, la velocidad no se mantiene constante, ya que,
debido a las salidas, cada vez hay menos caudal por las conducciones.

=0'028 m/s

B

Comenzaremos calculando h¢ en el ramal principal (que simbolizaremos como hy), divi-
diéndolo en tramos de 20 m (10 tramos), de modo que:

hf, = hfy, + Ny, + Nfget.. .+ Ny
En cada uno de esos tramos “i”, aplicando la expresion de Darcy, se cumpliré:

2
hfpi = f. L V_'

D 29
En la ecuacion anterior, vi = Qi/S siendo Q; el caudal que entra al tramo en cuestion. Di-
cho caudal se podra expresar como el producto del caudal de un gotero (que es un dato
conocido), por el numero N; de goteros (salidas) cuya agua haya pasado previamente por
dicho tramo. Es decir, en el primer tramo (el mas cercano a la bomba), se tendra: N; =
300, en el segundo: N, = 270 y asi sucesivamente hasta el méas alejado: N1o = 30.

De acuerdo con los razonamientos anteriores, la pérdida de carga en cualquiera de esos 10
tramos del ramal principal, se podra expresar como:
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heoop b QF o L NP(22200°)7 . 20 NP-(22210 %)
"7 D s?.2g D s?.29 003 (7'0710 *)?.2-98
hfyi =107° - N?

Aplicando la expresion general obtenida a cada tramo en particular:

hfy, = 10 300° = 0900 mca
hfy2 = 10 270° = 0°729 mca
hfys = 10 240° = 0°576 mca
hfys = 10 210° = 0’441 mca
hfys = 10 180° = 0’324 mca
hfye = 10 150° = 0’225 mca
hfy; = 10 120° = 0’144 mca
hfgs =10 90° = 0°081 mca
hfge= 10" 60° = 0°036 mca
hfy10= 10" 30> = 0°009 mca

Y sumando, obtenemos finalmente el valor de hs en el ramal principal: hf, = 3°465 mca

A continuacion, hemos de proceder de forma analoga con el ramal secundario en el que se
encuentra el punto B (al final del mismo), para lo cual, lo descompondremos en tramos de
4 m (15 tramos), de modo que:

hf, = hf,, + hf, + hfgt...+ hfgs

(Y3521

En cada uno de esos tramos “i”, aplicando la expresion de Darcy, se cumplira:

2
hfsi: fLV_'
D Zg

En la ecuacién anterior, vi = Qi/S siendo Qj el caudal que entra al tramo en cuestion. Di-
cho caudal se podra expresar como el producto del caudal de un gotero (que es un dato
conocido), por el nimero N; de goteros (salidas) de ramal secundario cuya agua haya pa-
sado previamente por dicho tramo. Es decir, en el primer tramo (el mas cercano al ramal
principal), se tendra: N; = 15, en el segundo: N, = 14 y asi sucesivamente hasta el tramo
mas alejado (donde se encuentra el punto B): Ny5 = 1.

De acuerdo los razonamientos anteriores, la pérdida de carga en cualquiera de esos 15
tramos del ramal secundario, se podra expresar como:

2 2 .(2'22.107°%)? 2 (999106)2
hf,= f L 2Qi - 003- 4 ) N; (2222 107°) —003. 4 . N -(2 32210 )
D sz 0oL s*-2g 001 (78510°°)%-2.98

hfs = 4'9-107 - N?
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Aplicando la expresion general obtenida a cada tramo en particular:

hfy =4°9-10*.15° = 0°110 mca
hfy, = 4°9-10™14% = 0°096 mca
hfis = 4°9-10™-13% = 0°083 mca
hfy =4°9-10*.12% = 0°071mca
hfes = 4°9-10™*11% = 0°059 mca
hfe = 4°9-10™*-10% = 0°049 mca
hfy =4°9-10™*- 92 = 0°040 mca
hfg =4°9-10*- 8% =0°031 mca
hfe = 4°9-10™*. 72 = 0°024 mca
hfs0=49-10* 6% = 0’018 mca
hfg,=49-10"% 5% = 0°012 mca
hfgo=49-10" 4° = (0°008 mca
hfgs=49-10" 3% =0°004 mca
Nfga=49-10" 22 =0°002 mca
hfgs=49-10" 1> = (0°000 mca

Y sumando, obtenemos finalmente el valor de hs en el ramal secundario que contiene a B:
hf;= 0’607 mca

Luego la pérdida de carga de presion desde A hasta B, seré:

Ps = p-g-hs = 10%9°8-(3°465+0°607) = 3°99-10* N/m? (seria 4 04-10* N/m?)

Tenemos ya, pues, los valores de va, Vs y Pr, que necesitabamos. Sustituyendo ahora en la
ecuacion (3) anterior P, = %p(vé —v4) + pghg + Pg + Py, obtenemos:

Pa= %-10*3(0'0282 —-0'94%)+10°-9'8-20 +15-1013 -10° + 399 -10* —

Pa=3’88-10° N/m?

Y sustituyendo en (2), se obtiene la presién suministrada por la bomba:

P, = Pa+ P =3°88:10° + 7°84-10* = 4°66:10°> N/m?

Finalmente, sustituyendo en (1), podemos hallar la potencia hidrostatica buscada:

Phiar = (Pp — Pent) *Q = (4°66:10°-2°33-10%):6°66-10™ = 294’8 W

Para terminar, cabe sefialar que:

- Al ser pequefias las velocidades en las conducciones, el término cinético (pV2/2) en la
ecuacion de Bernoulli resulta despreciable frente al resto de valores.

- Por el mismo motivo, la pérdida de carga es poco significativa. Si la hubiéramos despre-
ciado, el resultado obtenido habria sido de 268 W
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Los estudiantes pueden practicar este problema con una animacién Modellus, que calcula
todas las magnitudes buscadas. En la pantalla hay dispuestos varios controladores manua-
les para poder modificar casi todos los pardmetros intervinientes, viendo cémo afectan
esas modificaciones a los resultados. Utilizando estos, pueden poner a prueba diferentes
hipotesis y, dado que se trata de un problema complejo, en el que intervienen muchas va-
riables, también pueden aprovechar estos controladores para ver mas detenidamente a qué
magnitudes afectan posibles cambios en otras. Por ejemplo: pueden modificar la altura del
ramal principal y comprobar que, ademas de verse afectadas por esta modificacion la po-
tencia hidraulica de la bomba y la presion que dicha bomba ha de suministrar, también se
alteran los valores de las pérdidas en cada sub-tramo vertical de dicho ramal, pero no lo
hacen, l6gicamente, los de las pérdidas en los ramales secundarios horizontales (lo contra-
rio ocurre si modifica la longitud de dichos ramales secundarios); con la misma intencion
pueden modificar bien el diametro del ramal principal o bien el de los ramales secunda-
rios; también pueden modificar la altura a la que se ubica la bomba, comprobando que,
entonces cambia la presion que dicha bomba suministra, asi como la presién en la conduc-
cién y, por supuesto, la potencia hidraulica requerida, pero, en cambio, no se ven afecta-
dos los valores de las pérdidas en las conducciones; etc.

Finalmente, los estudiantes también pueden probar con la animacion algunos casos limite
evidentes, como, por ejemplo: igualar el caudal de cada gotero a cero para comprobar que
entonces no se requiere potencia hidraulica alguna y no existen pérdidas; eliminar la fric-
cién (f=0) para obtener la potencia hidraulica requerida en ese caso ideal en el que se anu-
larian todas las pérdidas; etc.

La animacion esta disponible en la Web de Materiales para la Ensefianza y la Divulgacion
de la Fisica de la Seccién Local de Alicante de la RSEF:
http://rsefalicante.umh.es/fisica.htm
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