Problemas de hidrodinamica Salvador Martinez, Jaime Carrascosa, Manuel Alonso

Un depdsito de 2 m de diametro se llena con agua hasta una altura de 3 m. Si en su base se
practica un orificio de 2 cm de diametro, determinad el nivel de agua en el depésito en cualquier
instante, el tiempo total de vaciado y la velocidad con que sale el agua en cualquier instante.

En la figura siguiente se ha representado de forma esquematica la situacion planteada en el enunciado.
En ella, H corresponde a la altura inicial a la que se encuentra el nivel del agua (3 m). El punto A,
situado en el centro de la superficie superior de la columna de agua, desciende conforme se va
vaciando el dep6sito pasando desde una posicion inicial (dada por ha = H), hasta una posicion final (ha
= 0) en el instante que se ha vaciado el deposito.

En principio, podemos pensar que conforme vaya bajando el nivel del agua (dado por ha) en el
depdsito, tanto la velocidad (va) con la que desciende el nivel del agua como la velocidad (vg) con la
que sale el agua por el pequefio orificio practicado en la parte inferior, irdn disminuyendo con el
tiempo. Por otra parte, es I6gico plantear, a modo de hipdtesis, que (a igualdad de los restantes
factores) el tiempo total de vaciado del depdsito sera mayor cuanto mayor sea la altura inicial del agua,
H, cuanto mayor sea el cociente Sa/Sg, y cuanto menor sea la gravedad, g.

Empezamos expresando la velocidad a la que desciende el nivel del agua. Dicha velocidad vendré dada
por la variacion de ha con el tiempo, cambiada de signo (ya que, al ir disminuyendo, es negativa):

dh
vAz_d_:_)_dhszA'dt (1)
Podemos tratar de expresar el nivel del agua, ha, en funcién del tiempo, integrando en la ecuacién
anterior, para lo cual, necesitamos expresar primero la velocidad va en funcién de las magnitudes que
nos interesen.

Aplicando Bernoulli a los puntos A y B de la figura, nos queda que:
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1 1
Patspvi+tp-g-ha=Pst+5p-vi+p-g-hg
donde podemos simplificar teniendo en cuenta que Pa = Pg = Pam

Aplicando la ecuacién de continuidad:

S
Sa'Va = Sg'vg — Vg = S_A * Vg
B

Sustituyendo vg en la expresion anterior y despejando:

vA=<\/SBT*"> Jha @

En la ecuacion (2), el término entre paréntesis es constante, mientras que ha no lo es. La ecuacion nos dice

que la velocidad a la que desciende el nivel del agua va disminuyendo al mismo ritmo que lo hace /h, .
Obviamente, dicha velocidad, en el instante inicial (ha = H), valdréa:

Si-2g
UA(): SE—S]% '\/ﬁ

Mientras que, en el instante final (ha = 0), valdra 0

Sustituyendo (2) en (1):

—mu=<J§z§ - Jha - dt

Separando variables e integrando entre H y h (y entre 0 y t):

h

1
hdhA SBZg). A (Sﬁ-Zg). (r N [(sk2a
f ( dt - | N \si-s3 t =2 (HZ hz)_ (sf,—sg,) t
H
y despejando:
1 1 2,
hz = Hz — |—B9__.¢

2(S3-S5)

La ultima ecuacion obtenida se puede expresar como:

2
1 2
— > Sgg .
“«m z@%)Q
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Desarrollando el cuadrado del binomio:

S2. §2.2 1
=20 2 [T hr 4 H €)
Z(SA _SB) SA _SB

h

La ecuacién (3) anterior da el valor de la altura h que va teniendo el agua en cada instante “t”.
Podemos ver que se trata de una funcion parabdlica de ramas hacia arriba y que, como es logico, en el

instante t = 0 se cumple que h = H y que para t = tiempo de vaciado (tys.), Se cumple que h = 0. (Esta
funciéon matemadtica “en nuestro problema” solo existe en el intervalo entre 0 y tyac).

Derivando h = f(t) e igualando a 0 (condicion de maximo o minimo), determinaremos el instante en
que se produce el minimo (es decir, el tiempo de vaciado ty,):

St g Sg29 1

— . t —_ _
$F-s3 e 5353

2 2
Y simplificando: t,,. = ( @ . E) - VH (4)

S g
El resultado literal anterior es dimensionalmente homogéneo (T en ambos lados) y corrobora las
hipdtesis que hemos formulado. Nos informa de que, para un deposito de unos valores determinados
de Sa Yy Sg, el tiempo total de vaciado es directamente proporcional a la raiz cuadrada de la altura
inicial de liquido, de manera que, conocido el valor de la constante de proporcionalidad (lo que hay
entre paréntesis), se puede conocer facilmente el tiempo que tardara en vaciarse el depdsito.
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Nos plantearemos ahora la determinacion de la velocidad de salida del agua en cualquier instante “t”
del vaciado:

De la ecuacion de continuidad, sabemos que, en cualquier instante del vaciado, se cumplira que:

Sustituyendo va por su expresion (2):

Sp S2-S3

. Sa-Sp- S S§-2 1
Y sustituyendo ahora h: vg = —( - Bf) t+ == /f—gz-Hz (5)

Vemos que se trata de una funcion lineal que nos proporcionara el valor de la velocidad de salida (vg)
del agua por el agujero inferior del dep6sito en cualquier instante y tiene una validez general (siempre
que el régimen sea estacionario y la energia se conserve).

o= ()i

Ahora bien, en nuestro caso se cumple que la superficie Sa es mucho mayor (10000 veces mayor) que
la superficie Sg (concretamente: Sa =314 m?y Sg = 3°14-10™* m?). Por tanto, se puede considerar que:
S3—S2~S3

Si introducimos esta simplificacion en la ecuacion (5) anterior, la velocidad de salida queda finalmente
como:

vg=—(Sp-g)-t+./2gH (63)
Si analizamos este resultado, nos podemos dar cuenta de que:

a) Es dimensionalmente homogéneo (L/T) en ambos lados

b) La velocidad de salida disminuye linealmente con el tiempo

c) Su valor inicial (para t = 0), que es su valor maximo, viene dado por: \/2gH = 7’67 m/s, y coincide con la
velocidad correspondiente a un objeto dejado caer libremente desde una altura H. (Situacion parecida a la que
se planted en el ejercicio 2 para el chorro de agua de un grifo).

d) Se cumplen varios casos limite evidentes, como, por ejemplo que si no hubiera gravedad (g=0), seria vg=0
en todo instante, ya que en ese caso, obviamente, el depdsito no se vaciaria.

Sustituyendo los valores numéricos en (6a) y operando:
Vg =-9°8-10%t + 7°67 (6b)
Al ser muy pequefio el coeficiente de “t” (pendiente de la recta), sucedera que la variacion de v con el

tiempo, también lo sera. Se puede comprobar que para que v disminuya tan solo el 1%, deben
transcurrir mas de 60 segundos.
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Si representdsemos graficamente, se obtendria una linea recta de pendiente negativa, como la de la
figura siguiente:

Vg (m/s)

V,=-9810"t+ 767

7’67

bee 1t (s)

En cuanto al tiempo total de vaciado, si en la expresion general (4) realizamos la misma simplificacion
(52 — S% ~ S2), obtenemos que:

S 2H
tvac = é : ? (7)

Si analizamos este resultado, vemos que, ademas de ser dimensionalmente homogéneo (T en ambos
miembros de la igualdad), en él se contempla, como ocurria en el resultado méas general obtenido antes
(ecuacion 4) que el valor del tiempo total de vaciado aumentara si (a igualdad de los restantes
factores):

a) Aumenta el cociente Sa/Sg
b) Aumenta H

[Pl

¢) Disminuye “g

También contempla casos limites obvios como, por ejemplo, que si H = 0, entonces ty,c = 0 (ya esta
vacio) o que si g = 0, tyac = o0 (no se vaciaria nunca).

Sustituyendo valores numéricos en (7) y operando:

poZSa 2 _ 314 2°3 gy 10%s =217 h
vac = ¢ 1Ty T314-10* |98 5=

Para reforzar este problema hemos construido una animacién Modellus que simula el proceso de
vaciado del depdsito, obtiene los resultados buscados y va representando paulatinamente las graficas
de la altura que tiene el agua, ha, y de la velocidad de vaciado, va. También hemos colocado sendos
cursores manuales con los que se puede modificar sobre la marcha el valor de la gravedad, g, y el del
cociente entre Sa/Sg. Manipulando estos cursores, los alumnos pueden poner a prueba sus hipotesis y
algunos casos limite.
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La imagen siguiente muestra el aspecto de la pantalla en un instante intermedio del proceso de
vaciado, para el caso en que los valores de los parametros del problema coinciden con los que hemos
adoptado aqui.

A que ritmo se vacia el depdsito por un orificio
situado en B?
tvac=217 h hA
Wia = 20000 hd =048m
cociente SA/SB = 10000
lin = 0.00 t
fax =12.00
=980
gravedad
vd =003 m's
A o hA =10.48m Min = 0.0 \’

La animacién y el programa necesario para hacerla correr estan disponibles en la Web de Materiales
para la Ensefianza y la Divulgacion de la Fisica de la Seccion Local de Alicante de la RSEF
http://rsefalicante.umh.es/fisica.htm
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