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¢COMO ES EL MOVIMIENTO DE UN CUERPO QUE SE LANZA EN
UNA DIRECCION NO VERTICAL?
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Salvador Martinez Sala. salvmart50@gmail.com
Juan José Ruiz Ruiz. juanjoruiz124@gmail.com

El tiro horizontal y el tiro oblicuo se estudian en el primer curso de Bachillerato (en Espafia),
en un momento avanzado del tema de Cinematica. Previamente, los alumnos se han familiari-
zado con las magnitudes necesarias para describir cualquier movimiento (posicion, cambio de
posicion, velocidad, aceleracion, etc.) y conocen las ecuaciones de algunos tipos de movi-
miento (como minimo, uniforme y uniformemente acelerado). Ademas, han debido realizar
un estudio tedrico y experimental del movimiento de caida (vertical) de graves. Se trata aqui,
de ampliar este estudio, considerando otros movimientos reales cuya trayectoria es a-priori
desconocida, como son el tiro horizontal y el tiro oblicuo.

1. Consideracion del posible interés del tiro horizontal

Una de las nuevas investigaciones sugeridas al terminar el trabajo practico sobre la caida
de graves fue el estudio de otros movimientos mas complejos, como, en concreto, el de los
proyectiles. Galileo en el siglo XVII se planteo el estudio de este tipo de movimientos,
llegando a obtener algunos resultados de caracter general. EI tema presentaba un indudable
interés practico debido fundamentalmente a la importancia creciente de la artilleria en
aquella época. Nos plantearemos, en primer lugar, qué interés puede tener estudiar estos
movimientos en la actualidad.

A.1. Considerad el posible interés del estudio de movimientos de objetos lanzados en di-
reccion horizontal u oblicua.

Los conocimientos sobre este tipo de mo-

vimiento se siguen utilizando en el lanza- |%. f%é %é *‘% % \;“é

al

miento de proyectiles, también en el lanza- ol
miento de objetos desde vehiculos en mo-
vimiento (como, por ejemplo, el suministro e
de viveres desde aviones) y en muchos de- .
portes: algunos con balén, como futbol o LN
baloncesto; otros en los que se lanzan diver- b
S0s objetos, como peso o jabalina; otros en ﬁ
|

los que el tiro horizontal u oblicuo lo prota-
gonizan los propios deportistas, como salto
de longitud, salto de altura, etc.

Por otra parte, hay que resaltar el papel que jugo el tiro horizontal en la formulacion de la
sintesis newtoniana, ya que el propio Newton lo utilizd para esgrimir argumentos destina-
dos a superar la separacién, admitida desde la antigiiedad, entre los mundos terrestre y ce-



leste, los cuales se concebian como dos lugares de muy distinta naturaleza y cada uno con
sus propias leyes. Una separacion radical, que afectaba también al movimiento de todo tipo
de objetos (desde una piedra hasta los propios astros) que ocurrian en el ambito de cada
uno de dichos mundos y que eran vistos como tipos de movimientos completamente dife-
rentes. Aungue esto no se tratard con detalle hasta el desarrollo del tema de Dinamica, in-
teresa ahora mencionar, entre los ejemplos de lanzamiento oblicuo, alguno que conecte
“ambos tipos de movimiento”, como, por ejemplo, l0s involucrados en el proceso de puesta
en Orbita de satelites artificiales. Dicho proceso comienza con el lanzamiento oblicuo de un
cohete, que transporta varios satélites. Cuando el cohete supera la atmdsfera, normalmente
incrementa su velocidad, tras emitir gases o partes de €l mismo en sentido opuesto a su
movimiento. Asi consigue situarse en una 6Orbita “baja” y, una vez ahi, desde el cohete se
van lanzando los satélites mediante otros tiros oblicuos, cuya velocidad inicial y angulo
son los precisos para que tales satélites terminen recorriendo por encima del cohete la 6rbi-
ta deseada.

2. Precision del problema

A.2. Con objeto de hacer el problema mas facilmente abordable, considerad cémo se pue-
de acotar y qué simplificaciones convendra hacer.

Para mayor sencillez, comenzaremos estudiando el “tiro horizontal” (angulo inicial de lan-
zamiento igual a cero), para continuar después, en el anexo 1, con el estudio, mas general,
de tiros oblicuos.

Ademas de hacer esta acotacion se han de afadir otras condiciones simplificadoras. Los
alumnos han visto en trabajos practicos anteriores (por ejemplo, al estudiar la caida de gra-
ves) que el rozamiento con el aire puede producir una enorme complejidad en los movi-
mientos y, por tanto, plantean la conveniencia de elegir un objeto (una bola metélica, una
pelota,..) y de suponer unas condiciones ambientales (ausencia de viento,..), tales que pue-
da considerarse despreciable dicho rozamiento.

Otra cuestion importante, que no ha de pasar desapercibida, es el hecho de que en un lan-
zamiento de muy largo alcance podria ser relevante la curvatura de la Tierra y la acelera-
cién de la gravedad dejaria de poder ser considerada constante. Por tanto, hay que precisar
que limitaremos el estudio a lanzamientos cuyo alcance maximo y cuya altura sean lo sufi-
cientemente pequefios como para poder despreciar la curvatura de la superficie terrestre y
para poder considerar a la aceleracion de la gravedad como un vector constante (mddulo,
direccion y sentido), durante todo el trayecto.

Tras realizar estas acotaciones, interesa elegir un caso concreto de tiro horizontal, que sea
adecuado para su estudio experimental.

A.3. Proponed ejemplos de movimientos que puedan considerarse un "tiro horizontal" y a
continuacion, escoged uno adecuado para su estudio en el laboratorio.

Existen numerosos ejemplos de tiro horizontal en la vida diaria, como el de un chorro de
agua que sale horizontalmente por una manguera o por la boca del grifo de una fuente, la
caida de una bola que rodaba encima de una mesa, un disparo de cafion horizontal realizado
desde lo alto de una colina, el movimiento de un objeto que se deja caer desde un avion en
pleno vuelo (el cual es visto como un tiro horizontal por las personas situadas en tierra), etc.
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Entre todos los movimientos citados, elegiremos para la investigacion la caida de una bola
que rodaba encima de una mesa, porque es un movimiento que cumple las condiciones, se
puede producir muy facilmente en cualquier laboratorio escolar y permite un control relati-
vamente sencillo de las variables que intervienen.

3. Planteamiento de hipoétesis

A.4. Haced rodar una bola o una pelotita encima de una mesa y observad su movimiento,
desde que se considera un tiro horizontal. ¢ Qué tipo de movimiento puede ser? Tratad de
dibujar su trayectoria.

Esta es la primera ocasion en la que los estudiantes se enfrentan al estudio de un movimiento
con una trayectoria no rectilinea. A algunos les cuesta bastante dibujar una trayectoria acepta-
ble (la hacen, por ejemplo, inicialmente horizontal, aun después de que la pelotita deja de
apoyarse en la mesa, y luego curva) y, mas adn, justificarla. Otros si se dan cuenta de que en
cuanto la pelota deja de estar apoyada encima de la mesa, empieza a descender e, incluso,
algunos afirman que esa trayectoria es una parabola, pero esto no significa que puedan justifi-
car adecuadamente dicha trayectoria.

Por tanto, aunque se llegue a consensuar que la trayectoria puede ser una curva parabélica,
es preciso preguntar a los estudiantes como se podria obrar para dibujarla de una forma
precisa y, también, para sefialar sobre esa trayectoria posiciones sucesivas ocupadas por la
pelotita a intervalos iguales de tiempo. Se trata de un reto dificil para los alumnos y, para
ayudarles a superarlo, podemos empezar planteando la siguiente actividad:

A.5. Realizad observaciones cualitativas de varios lanzamientos horizontales y tratad de
avanzar alguna hipoétesis sobre este movimiento que nos pueda ayudar a estudiarlo. Mé&s
concretamente: que nos pueda ayudar a prever la trayectoria descrita por el movil desde
su lanzamiento hasta su llegada al suelo.

El hecho de que al realizar diferentes lanzamientos con distintas velocidades horizontales
iniciales se obtengan alcances diferentes, ayuda a que se asimile la idea de que a lo largo
de todo el movimiento el objeto lanzado avanza horizontalmente, y permite suponer que si
no hubiera gravedad (ni rozamiento alguno) se moveria indefinidamente en linea recta se-
gun la horizontal y con la misma velocidad inicial con que se lanz6. Una vez se entiende
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esto, hace falta dar un pequefio paso adicional para que se comprenda también que, puesto
que el objeto mientras avanza también cae, puede ser razonable considerar dicha caida de
forma independiente (a la vez que simultanea) del avance horizontal.

Asi, este conjunto de razonamientos conduce a intuir la hipotesis de Galileo, segun la cual
el tiro horizontal se podria obtener (en ausencia de rozamiento) componiendo dos
movimientos tedricos independientes entre si: uno horizontal uniforme (a la velocidad
con que se lanza) y otro vertical, idéntico a su caida libre desde el mismo punto de
lanzamiento (sin velocidad inicial). Con la formulacién de esta brillante hipétesis, Gali-
leo consiguio analizar este problema complejo e hizo posible, por primera vez, un estudio
riguroso del mismo.

Los alumnos pueden ahora leer el siguiente texto de la obra de Galileo "Dialogos sobre los
dos grandes sistemas del mundo, ptolemaico y copernicano™ (1632), en el que Galileo ex-
presa su hipotesis:

"Sabemos que el movimiento que tendra lugar sobre un plano sera

uniforme y perpetuo, en el supuesto de gue el plano se prolongue hasta DIALOGOS
el infinito. Si por el contrario, el plano es limitado, el mévil que supo- ~SOBRE LOS
nemos dotado de gravedad, una vez llegue el extremo del plano y con- SISTEMAS
tinde su marcha, afiadird al movimiento precedente, uniforme e inago- »e.. MUND

) . ; . ° per. MUNDO
table, esta tendencia hacia abajo, debida a la gravedad. Nace asi un e oAl

movimiento descendente naturalmente acelerado. Pues bien, a este tipo
de movimiento yo le llamo proyeccion y hemos de demostrar alguna
de sus propiedades, la primera de las cuales es la siguiente proposi-
cién: Un proyectil que se desplaza con un movimiento compuesto por
un movimiento horizontal y uniforme y por un movimiento descen-
dente naturalmente acelerado, describe, en este movimiento, una linea
semi-parabolica”.

MADfu

A.6. Usad la hipotesis de Galileo para encontrar sucesivas posiciones del objeto a interva-
los iguales de tiempo y finalmente dibujad la trayectoria seguida trazando una linea curva
que una dichas posiciones.

Esta actividad es fundamental para que los alumnos se apropien de la hipotesis. Conviene
que la resuelvan en primer lugar como un ejercicio de l&piz y papel, y, después de ello,
puede ser muy util también que usen un programa informético adecuado, como puede ser
Modellus, para simularla. En la imagen siguiente se ha reproducido la secuencia final de
esta simulacion.

O g O O O O e
o
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Para crearla, los alumnos empiezan escribiendo la ecuacion de la posicion de un movi-
miento uniforme y colocan una pelotita (verde) que lo realiza en la direccion horizontal, X,
y va dejando una huella estroboscopica en la pantalla. A continuacién, escriben la ecuacion
de la posicion de un movimiento de caida libre y colocan una segunda pelotita (amarilla)
que lo realiza en la direccion vertical, y. Finalmente, colocan la tercera pelotita (roja), y le
exigen que, ateniéndose a la hipotesis de Galileo, realice el movimiento que se obtiene
componiendo ambos, por tanto, con coordenadas (X, y). Al correr la animacion, se obtiene
un resultado similar al que se espera en la actividad de lapiz y papel, pero con la ventaja de
ser una imagen dinamica, que va mostrando cémo las tres pelotitas ocupan paulatinamente
en la pantalla sus sucesivas posiciones.

4. Operativizacion de la hipétesis y elaboracion de disefios experimentales

Hemos visto que la hipdtesis de Galileo exige un comportamiento fisico-matematico al
movimiento horizontal (teérico), otro al movimiento vertical (tedrico) y, finalmente, que el
movimiento real se obtenga componiendo ambos. Partiendo de estos requerimientos intere-
sa deducir posibles consecuencias, susceptibles de ser contrastadas experimentalmente.

A.7. Aceptando la hipotesis de Galileo ¢qué pasaria con el tiempo empleado por una pe-
queiia pelota en llegar al suelo cuando se lanza horizontalmente y cuando, en lugar de
ello, se deja caer verticalmente desde el mismo punto?, ¢serian distintos o serian iguales?

Si efectivamente el tiro horizontal se pudiera considerar como la superposicion de dos mo-
vimientos simples (rectilineo y uniforme de avance segun la horizontal el uno y rectilineo
uniformemente acelerado de caida en vertical el otro) sin que interfieran entre si, dichos
tiempos tendrian que coincidir, independientemente de la velocidad con que se haya lanzado
horizontalmente el objeto. Galileo expresé asi esta notable consecuencia de su hipoétesis:

“... Si desde lo alto de una torre disparasemos con un cafién horizontalmente contra un blanco, se-
gun fuera la carga de pélvora, el proyectil caeria a tierra unas veces a mil yardas, otras a cuatro mil,
otras a diez mil, etc., pero siempre invertiria el mismo tiempo en llegar al suelo, que coincidiria con
el que tardaria en caer la bala desde la boca de la pieza hasta el suelo si, falta de impulso, lo hiciese
segun la vertical. Parece, pues, cosa admirable que en el mismo intervalo de tiempo invertido en la
caida perpendicular a tierra desde una altura, digamos, de 100 yardas, balas iguales disparadas vio-
lentamente serian capaces de recorrer cuatrocientas, mil y aun diez mil yardas"

- - 7 . -, L e - - ' .
Galileo ilustro esta derivacion de su ,"“ !gp'
, :

&

hipétesis con el dibujo adjunto, en el
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A.8. Proponed algin experimento facil de realizar con el que se pueda comprobar la
igualdad de tiempos deducida en la actividad anterior.

En principio cabe pensar en efectuar un tiro horizontal con una pelotita que rueda por la
superficie de una mesa hasta sobrepasar el borde de la misma. Se puede impulsar con dife-
rentes velocidades, y también se puede dejar caer verticalmente la misma pelotita u otra
idéntica desde una altura igual a la de la mesa. A continuacién habria que comparar los
tiempos de caida obtenidos en todos los casos, para comprobar si son iguales.

Sin embargo, para poder llevar adelante el experimento en estos términos se precisa dispo-
ner de un material sofisticado, capaz de medir con suficiente precision los tiempos de cai-
da. Después de haber realizado el trabajo practico sobre la caida de graves, los alumnos
saben que estos tiempos son brevisimos y que, por ejemplo, no servira un cronémetro ordi-
nario, dada la notable imprecision que se produce al activarlo y desactivarlo manualmente.
Conviene entonces buscar un disefio experimental, inspirado en esta idea, que pueda sor-
tear estas dificultades.

A.9. ¢Como se podria concretar el disefio experimental, de modo que se evite una medida
directa de los tiempos de caida de la pelota (vertical y tiro horizontal) y, sin embargo, se
pueda comprobar de algun modo que ambos tiempos son iguales?

Para superar esta dificultar podemos orientar el experimento hacia una comparacion directa
entre los dos movimientos (vertical o con velocidad inicial nula y tiro horizontal), procu-
rando que sean simultaneos. Para ello se requiere usar dos pelotas idénticas e idear un me-
todo de lanzamiento que asegure en lo posible que ambas empiezan sus respectivos movi-
mientos en el mismo instante. Como ambos movimientos son muy rapidos y breves, no
bastara con una simple observacion visual de los mismos para contrastar la hipotesis, sino
que interesa filmarlos con objeto de poder analizar a cAmara lenta dicha filmacion.

Asi pues, podemos plantear el siguiente disefio experimental:

Elaborar un montaje adecuado para hacer que dos pelotas idénticas realicen respectivamente
un tiro horizontal y un movimiento de caida vertical, que comiencen en el mismo instante y a
la misma altura. Filmar dichos movimientos y analizar el video obtenido para comprobar si
los tiempos de caida son iguales para intervalos iguales de tiempo (disefio experimental 1).

Si los alumnos han utilizado previamente un programa de simulacion para comparar mo-
vimientos reales (filmados) con simulaciones que se atengan a las leyes de la Fisica, ellos
mismos pueden plantear que el andlisis de la filmacion, se realice usando este recurso.
Como hemos mostrado en trabajos practicos anteriores (véase, por ejemplo, los trabajos
practicos sobre la caida de graves, con y sin rozamiento) este tipo de analisis se puede rea-
lizar con el programa Modellus (versiones 2.5 y/o 3) y con el programa Tracker.

Otra ensefianza del trabajo préctico sobre la caida de graves fue ver que en movimientos
muy rapidos, resulta mucho mas sencillo determinar con precision algunas posiciones con-
cretas en vez de tiempos. Por este motivo interesa buscar posibles consecuencias de las
hipdtesis, cuya contrastacion requiera que se determinen valores de determinadas posicio-
nes. Siguiendo esta estrategia en el problema que nos ocupa, veremos ahora que es posible
prever una relacién entre la altura (posicion vertical inicial) y el alcance (posicién horizon-
tal final), susceptible de ser contrastada experimentalmente.



A.10. Intentad hacer operativa la hipotesis de Galileo, escribiendo x=x(t) e y=y(t) para
los movimientos en que podemos considerar descompuesto un tiro horizontal y, a conti-
nuacion, eliminad el tiempo entre ambas, para obtener la ecuacion de la trayectoria en
explicitas y= y(x). Finalmente, buscad alguna relacion que deberia cumplirse entre puntos
especiales de dicha trayectoria.
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El movimiento tedrico del avance horizontal se supone uniforme. Por tanto, si vy es la ve-
locidad inicial del lanzamiento, su ecuacion es:

X =Vp-t (ecuacion 1)

Por su parte, el movimiento tedrico de caida vertical se supone uniformemente acelerado,
igual que una caida libre con aceleracion g. Si el lanzamiento ocurre desde una altura “4”,
su ecuacion es:

y=h— (%) g-t* (ecuacion 2)

Despejando el tiempo “t” en la ecuacion (1) y sustituyendo en la (2) obtenemos la ecua-
cion de la trayectoria:

y=—2"_14h

Esta ultima expresion es la ecuacion de la trayectoria en explicitas, ya que relaciona direc-
tamente las dos coordenadas de posicion (X, y) sin intervencion del tiempo. Como la altura
h, la gravedad g y la velocidad horizontal vy, son parametros constantes, se trata de la
ecuacion de una parabola de ramas hacia abajo en el plano XY, tal como habiamos supues-
to y tal como prevé la proposicion de Galileo.

En el instante en que el proyectil choque contra el suelo, su posicion serdé:y =0 y x =A
(alcance), y, por tanto, sustituyendo estos valores en la ecuacion de la trayectoria, obtene-
mos la expresion que relaciona (para una Vo determinada), las alturas de lanzamiento con
los alcances:




La ecuacion anterior también puede expresarse como:

g9
2-v;

siendo k una constante cuyo valor viene dado por k =

Esta relacion entre la altura y el alcance de un tiro horizontal, es una clara consecuencia
contrastable de la hipdtesis de Galileo, por lo que su confirmacion experimental, equivale
a confirmar dicha hipétesis.

A.11. Proponed algun disefio experimental mediante el que se pueda contrastar si la rela-
cion entre la alturah a la qzue se realiza un tiro horizontal y el alcance A obtenido, se ajusta
o no a la ecuacion: h = k-A”,

Podemos pensar en el siguiente disefio:

Realizar diferentes lanzamientos horizontales desde varias alturas (todos con la misma ve-
locidad inicial) y, después de medir los correspondientes alcances (por ejemplo, con una
cinta métrica), comprobar si el cociente entre h y A es 0 no constante (disefio experimen-
tal 2).

Se puede planificar, por ejemplo, la realizacion de 5 lanza- | h (m) | A(m) | A% (m?)

mientos desde 5 alturas distintas y tomar los datos necesarios h, A A?

para construir una tabla como la adjunta. Una vez que dispon-
gamos de ellos, de ser cierta la hipotesis, la representacion

grafica de los valores de la altura h frente a los del alcance A

deberia ajustarse a una parabola de ramas hacia arriba y la de

la altura h frente a A% deberia ajustarse a una linea recta. hs As A§

Los disefios experimentales 1 y 2, que acabamos de plantear, se basan en medir algunos
valores particulares de las magnitudes que describen el tiro horizontal (el tiempo total para
diferentes lanzamientos, la posicion inicial vertical o altura, la posicién horizontal final o
alcance). También es posible, usando un programa que permita combinar la filmacion del
movimiento real con una simulacion del mismo, plantear un tercer disefio experimental que
analice el tiro horizontal en su globalidad.

A.12. Proponed un disefio experimental para comprobar globalmente la hipétesis de Gali-
leo usando un programa que permita simular el movimiento.

Igual que ocurre con el disefio experimental 1, si los alumnos ya hayan realizado otros traba-
jos précticos usando simulaciones y su comparacion con la filmacién de movimientos, plan-
tean, sin mayores dificultades, el traslado de esta técnica aqui. Esto conduce a expresar el
siguiente disefio experimental:

Utilizar un programa que combine videos con la simulacién de movimientos, para compa-
rar en la pantalla del ordenador el movimiento real de un tiro horizontal (filmado) con un
movimiento tedrico que se atenga a la hipotesis de Galileo (simulado). Dicha comparacion
permitiria constatar la hipotesis y también si el valor de la aceleracion vertical del movi-
miento es, como deberia, igual a “g” (disefio experimental 3).



5. Realizacion y analisis del experimento destinado a contrastar si el tiempo de caida es
el mismo para tiros horizontales con diferentes velocidades iniciales (disefio 1)

Recordemos que en este experimento se trata de analizar simultdneamente el lanzamiento
horizontal de una pelota con el movimiento de caida vertical de otra idéntica que comien-
ce en el mismo instante y a la misma altura. Antes de proceder a realizar el experimento es
necesario ver la manera de producir ambos movimientos con un montaje adecuado.

A.13. Proponed formas de resolver el siguiente problema técnico ¢ Como conseguir que las
dos pelotas comiencen su movimiento en el mismo instante y desde la misma altura?

Para resolver este problema un grupo de alumnos de 1° Bachillerato del IES Cid Campea-
dor de Valencia durante el curso 2008-09, elaboraron el siguiente montaje:

Pegaron a una pelota de tenis una arandela metalica y construyeron un electroiman con una
fuente de corriente continua, una bobina y un nucleo de hierro. El circuito del electroiman
culminaba en un final de carrera mecanico (interruptor), situado al final de un carril hori-
zontal. Colgaron la pelota con el tope de acero en el extremo del iman, comprobando que
al tocar el interruptor situado encima del extremo del carril horizontal, la pelota se “despe-
gaba” y caia.

Electroiman
Interruptor Fuente de
corriente
continua

Este final de carrera lo situaron justo en el extremo de un carril horizontal por donde lanza-
ron la otra pelota de tenis. Asi, cuando esta segunda pelota superaba el borde del carril, la
primera dejaba de estar atraida por el iman y, desde ese instante ambas pelotas caian con dos
trayectorias diferentes iniciadas practicamente en el mismo instante y a la misma altura.

Realizado el montaje, y antes de proceder a la realizacion del experimento, se pueden hacer
varias pruebas lanzando la pelota por el carril horizontal con diferentes velocidades, con
objeto de ver qué impulso inicial hay que darle para conseguir que tras accionar el final de
carrera ambas pelotas describan una trayectoria adecuada para ser comparadas.



A.14. Proceded a realizar el experimento y analizad el resultado del mismo.

Mostramos seguidamente una secuencia de imagenes consecutivas, entre las que se obtu-
vieron en el experimento, registradas a intervalos iguales de tiempo:

Como puede verse, estas imagenes muestran que las dos pelotas tienen alturas iguales en
los mismos instantes de tiempo de sus respectivas caidas (vertical y parabdlica), confir-
mando muy claramente esta derivacion de la hipotesis. Por otra parte, a partir del video
obtenido de los movimientos de las dos pelotas, se pueden realizar también otros analisis
experimentales en los que se comparen dichos movimientos (filmados) con los de una si-
mulacion de los mismos. Mostraremos mas adelante estos analisis como parte de los resul-
tados referidos al disefio experimental 3.
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6. Realizacidn y analisis del experimento destinado a contrastar la relacién entre la altu-
ray el alcance (disefio experimental 2)

Recordemos que en este experimento se realizan varios lanzamientos horizontales para
diferentes alturas y se ha de analizar la relacion que deberia existir entre la altura, h, y el
alcance, A, de cada lanzamiento. Para llevarlo adelante, antes hay que resolver algunos
problemas “técnicos”.

A.15. Proponed formas de resolver los problemas técnicos que se enumeran a con-
tinuacién: a) ¢Como conseguir una determinada velocidad inicial (siempre la misma) de
los lanzamientos? b) ¢Como conseguir alturas variables? c) ¢Cémo medir el alcance co-
rrespondiente a cada altura?

Una forma sencilla de hacer que la velocidad con la que se lanza una bolita sea siempre la
misma consiste en utilizar un pequefio plano inclinado o rampa desde la que soltaremos la
bolita colocandola de inicio siempre en la misma posicion. Dicha rampa hay que fijarla
sobre una plataforma horizontal (la de lanzamiento) siempre en el mismo lugar. Por otra
parte, si en el laboratorio se dispone de puertas l6gicas, se pueden usar para cuantificar
también la velocidad inicial de los lanzamientos. En este caso, se puede conectar un carril
horizontal que finalice en el borde de la mesa a continuacion de otro inclinado sobre el que
se deja la bolita. En el carril horizontal se colocarian dos puertas I6gicas conectadas a un
cronometro que mida el tiempo que tarda en pasar la bolita entre ellas. La velocidad inicial
del tiro horizontal coincidird con la de la bolita en el carril horizontal y se calculara sim-
plemente mediante la expresion: vo=Ae/At, donde Ae es la separacion entre las puertas.

En cuanto a cdmo conseguir una altura variable, se puede hacer desplazando la plataforma
en la que colocamos la rampa mediante un soporte vertical de los que existen en los labora-
torios escolares. Otra alternativa es utilizar varios objetos como, por ejemplo, cajas rigidas
del mismo tamafio que se van apilando unas sobre otras. También puede pensarse en man-
tener fija la altura de la plataforma de lanzamiento e ir cambiando la altura de otra plata-
forma preparada para recibir el impacto de la bolita.

Finalmente, para medir los alcances, se puede utilizar un papel de calco sobre un papel
blanco o milimetrado que se encuentra en una posicion fija respecto al punto de lanzamien-
to. También se puede usar una bandeja sobre la que se eche la cantidad de arena necesaria
para crear una fina pelicula, con el fin que la bola deje, al impactar sobre la arena, una
marca nitida. Una tercera opcion es pintar la pequefia bola con tiza para que cuando choque
contra el suelo deje una marca.

Rampa ¢S

Cajas
rigidas

N

27
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A.16. Proceded a la realizacion del experimento y analizad los resultados que se obtengan

Conviene realizar cada lanzamiento (desde una determinada altura) varias veces y, en el
caso de que las sefiales de impacto de la bolita se encuentren en puntos distintos, tomare-
mos como valor méas representativo del alcance el valor medio. Si se cuidan los detalles, se
suelen obtener resultados bastante buenos.

A modo de ejemplo, mostramos resultados que obtuvieron en el IES Cid Campeador de
Valencia alumnos de 1° de Bachillerato en el curso 2008-2009. En la fotografia siguiente
se observan los detalles principales de su experimento. Los estudiantes colocaron dos puer-
tas logicas en el carril horizontal (en la fotografia adjunta puede verse la segunda de ellas
al final del carril) y usaron un papel blanco y otro de calco para determinar el punto de
impacto. Para conseguir diversas alturas del tiro horizontal, modificaron la correspondiente
a la superficie donde se producia el impacto, utilizando cajas y los taburetes de laboratorio.

Con los valores obtenidos confeccionaron la siguiente tabla de datos sobre las alturas, v,
los correspondientes alcances, X, y los cuadrados de ellos, x°.

y (m) x (m) X" (m)
0,950 0,000 0,000
0,701 0,283 0,080
0,649 0,318 0,101
0,474 0,423 0,179
0,422 0,441 0,194
0,070 0,561 0,315
0,000 0,590 0,348

Hemos visto que para que se cumpla la hipdtesis de Galileo, la ecuacion de la trayectoria

del tiro oblicuo ha de ser:

g - x?

—p-2
Y 2-v¢
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Y que, por tanto, la representacién de y = f(x) ha de producir una parabola invertida, mien-
tras que la de y = f(x%) ha de producir una recta descendente. Los estudiantes construyeron
ambas gréficas usando una hoja de calculo. Como se observa, ambas cumplieron sobrada-
mente estas expectativas.

1
i\ y=-2,5984%% - 0,0739% + 0,9461
R*=10,9979
" \l\.\
0.6

0,4

¥(m)

0,2

-0,2
®x [m)

1
y=-2,7091x + 0,3376
R*=0,9978
0.8

0.4

¥(m)

0,2

{ 0,05 01 0,15 0,2 0,25 0.2 0,35 0.4

-0,2

x2(m?)

Teniendo en cuenta, por otra parte, que la pendiente de esta recta ha de ser:

2.V}

Se us6 su valor para calcular la velocidad inicial, vy, del lanzamiento que se deducirse en
el experimento si se acepta que g sea igual a 9’8 m/s*.

13



S 98 = 1,345
Y= 2.m = |2 27001 3 M/S

Al comparar este valor con el obtenido en el mismo experimento en el plano horizontal
(usando las puertas logicas):
de 0,60

T At 0,433

Vo = 1,386 m/s

Se constata que ambos resultan muy préximos, ya que la desviacion entre ellos es del or-
den del 3%.

7. Realizacidon y anadlisis de los experimentos destinados a contrastar la relacién entre la
altura y el alcance, usando un programa de simulacidn (disefo experimental 3)

En la actividad A.6, se ha creado una animacion Modellus que, aplicando la hipétesis de
Galileo, simula un movimiento horizontal uniforme, un movimiento vertical de caida libre
y el tiro horizontal obtenido componiendo ambos. Si se quiere seguir usando el mismo
programa, ahora habra que completar dicha animacion para realizar el experimento que ha
de mostrar bajo qué condiciones el movimiento real de la pelotita concuerda con ese tiro
horizontal simulado.

A.17. Tomando como punto de partida la animacion creada en la A.6 proceded a realizar
el experimento para contrastar la hipotesis de Galileo. Filmad el video del movimiento,
insertadlo en la animacion, y preparadla para el andlisis experimental.

Si los alumnos han utilizado este recurso en trabajos practicos anteriores (como la caida de
graves), estan familiarizados con este tipo de disefio experimental y, tras el montaje co-
rrespondiente, proceden a realizar las siguientes actividades:

v/ Un alumno lanza la pelota encima de una mesa del aula y otros filman su movi-
miento con una cdmara sencilla (sirve la cdmara de cualquier teléfono movil). Co-
mo van a comparar en la pantalla el movimiento real filmado, con la animacién del
mismo, el disefio experimental incluye la sefializacion de una longitud de referencia
visible a la camara. En este caso no es necesario sefialarla explicitamente, puesto
que sirve la propia altura de la mesa, que es la altura inicial del tiro horizontal.




v Seguidamente los equipos recortan el video para dejar un clip que corresponda con
la mayor exactitud posible al tiro horizontal, es decir, que se inicie cuando la pelota
deja de apoyarse en la mesa y termine en el instante en el que impacta contra el
suelo. Insertan dicho clip en la animacion, obtienen en la pantalla la equivalencia
entre pixeles y metros y, usando esta conversion, también obtienen los parametros
del mismo: altura inicial, alcance y velocidad horizontal. Vemos en la imagen que
en este caso, 1m (altura de la mesa) equivalié a 110 pixeles, con lo que el alcance
fue de 1.23 m (135 pixeles) y la velocidad horizontal (obtenida dividiendo el alcan-
ce entre el tiempo total que dura en la propia animacion el tiro horizontal, 0.5 s) re-
sultd vo = 1.23/0.5 = 2.46 m/s).

Escala: 1 m = 110 pixels

* Alcance: 135 pixels =1.23 m
V,= 1.23/0.5 = 2.46 m/s

v A continuacion, introducen estos parametros en la ventana del programa corres-
pondiente, para particularizar el modelo fisico matematico a este caso concreto. Si
quieren aprovechar también el experimento para estimar el valor de g (en lugar de
dar por conocido su valor), dejan en las ecuaciones g como variable y, aunque le
den un valor inicial en la ventana de los parametros, introducen en la pantalla un
cursor o un indicador manual que permita al usuario modificar dicho valor. De este
modo el analisis, ademas de servir para contrastar la hipotesis de Galileo, podra
mostrar para qué valor de g se produce la mejor concordancia entre el movimiento
real y el simulado.

Parametroz

BEEn [ caso 1|
- 246
r=vo Xt
9.83
vp=-g xRt !
g
y=-—>¢1‘2+H
2

Tras haber realizado todas estas operaciones, sélo falta hacer un clic para que corra la ani-
macion, y contrastar si se cumple la esperada concordancia entre el movimiento real (fil-
mado) y el movimiento tedrico (obteniendo el valor g para el que mejor se produce esta
concordancia). La siguiente imagen muestra una secuencia intermedia (correspondiente al
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instante t = 0.36 s contado desde que comienza el lanzamiento horizontal, es decir, desde
que la pelotita deja de apoyarse encima de la mesa) del resultado que obtuvo un grupo de
alumnos de 1° Bachillerato en el IES “Leonardo da Vinci” de Alicante.

LANZAMIENTO HORIZONTAL

Experimento realizado en el laboratorio del Instituto "Leonardo Da Vinci” de Alicante

Yy
t= 036
ON E)gns El
; [— ]
Representacion del
movimiento y de sus (u]s]u]n]] [opciones |
componentes
horizontal y vertical
I g=98

En la imagen izquierda del clip de video se observa a la pelotita real (azul) en ese instante,
mientras que en la imagen derecha, esa pelotita real esta tapada por la pelotita virtual (tam-
bién azul, pero de mayor diametro). El hecho de que asi sea a lo largo de todo el movi-
miento, evidencia que la pelotita virtual acompafia a lo largo de todo el movimiento a la
pelotita real y, por tanto, constata que se esta verificando la hip6tesis de Galileo, ya que,
como se muestra en la misma animacion (debajo a la izquierda), el movimiento de esa pe-
lota virtual se obtuvo componiendo los movimientos teéricos horizontal uniforme y verti-
cal de caida libre. En la pantalla también vemos el indicador manual de g, que muestra que
esta buena concordancia entre el movimiento simulado y el real se produjo para un valor
de la gravedad de 9.8 m/s®. Conviene advertir, no obstante, que este resultado cuantitativo
tiene una imprecision de entre un 5 % y un 10%. Entre los factores que producen dicha
imprecision hay que considerar el ajuste realizado al establecer la equivalencia entre m y
pixel, la indeterminacion al comparar la ubicacion de la pelotita virtual con la real, etc.)

A partir de la filmacion del experimento en el que se contrastd la primera derivacion de la hi-
potesis (Actividades A.13 y A.14), se puede realizar un analisis similar al recién mostrado. En
efecto, recordemos que en dicho experimento se filmaron dos movimientos simultaneos de una
pelota de tenis: uno de trayectoria vertical y el otro de trayectoria parabolica. Por tanto, se pue-
de usar el programa de simulacion para agregar algunos analisis cuantitativos sobre la evolu-
cion de las magnitudes en cada uno de dichos movimientos.

A.18. Utilizad el programa Tracker para realizar analisis cuantitativos sobre los movi-
mientos de dos pelotas lanzadas desde la misma altura, que siguen respectivamente una
trayectoria vertical y parabolica (filmados en la A.14).

Recordemos las imagenes inicial y final de la filmacion de los movimientos de caida de
ambas pelotas, que se realiz6 en el IES “Cid Campeador” de Valencia.

16



Se trata ahora de contrastar si el movimiento de ambas pelotas se ajusta, como deberia, a
un mismo modelo fisico-matematico, obtenido aplicando la hipétesis de Galileo, y que, por
tanto, se diferencie unicamente en que la velocidad inicial (horizontal) de una es nula y la
de la otra no lo es. A modo de ejemplo de ello, mostramos las siguientes graficas y ajustes
realizados con el programa Tracker a partir del analisis de las posiciones determinadas en
la imagen del video (partiendo de los datos experimentales dicho anélisis obtiene la fun-
cion matematica que mejor describe el movimiento de cada una de las dos pelotas por ajus-
te de minimos cuadrados).

Grafica de la posicion de la pelota en caida libre
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Gréfica de la componente vertical de la velocidad de la pelota en caida libre
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Grafica de la componente horizontal de la velocidad que describe el tiro horizontal
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8. Perspectivas abiertas. Nuevos problemas

A.19. Enumerad algunas perspectivas abiertas a lo largo de esta investigacion, suscepti-
bles de originar nuevos estudios
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Algunas de las perspectivas se han sugerido ya durante el trabajo, sobre todo, en la parte
inicial del mismo, cuando se acoto el problema y se adoptaron condiciones simplificadoras,
para facilitar su estudio. Podemos referirnos, entre otras, a los siguientes problemas que
podrian ser investigados:

v Inicialmente se acotd el estudio al tiro horizontal, pero siendo conscientes de que la
mayoria de movimientos parabélicos comienzan con una velocidad oblicua, no hori-
zontal y que, en general, el objeto tiene una parte de movimiento ascendente y otra par-
te descendente. Nos podemos plantear ahora si la hipétesis de Galileo se podria exten-
der al estudio del tiro oblicuo y, en su caso, realizar un estudio tedrico sobre el movi-
miento similar al realizado para el tiro horizontal (obteniendo su posible trayectoria,
ecuaciones, etc.)

v Apoyados en este estudio teorico del tiro oblicuo, cabe plantear un posible trabajo prac-
tico sobre él, semejante al realizado sobre el tiro horizontal y que se podria quiza apli-
car a algunos ejemplos de movimientos cotidianos de interés ya mencionados al co-
mienzo (lanzamiento de objetos en deportes, lanzamiento oblicuo de proyectiles, etc.).

v Otra condicién simplificadora que se introdujo fue limitar el estudio a lanzamientos de
corto alcance, para poder despreciar la curvatura de la Tierra. Podemos también plan-
tear como podria ser el movimiento de un objeto lanzado horizontal u oblicuamente si
la velocidad de lanzamiento fuera suficientemente grande para desbordar esta situacion
simplificada. Como hemos comentado en la parte inicial de este trabajo practico, este
estudio puede ser muy instructivo, porque puede conectar con movimientos “objetos
celestes”, como, por ejemplo, el de un satélite que se lance hacia la orbita que ha de
describir, precisamente mediante un tiro oblicuo.

v’ El procedimiento consistente en descomponer un movimiento complejo en otros mas
simples, y la posibilidad inversa de obtener un movimiento complicado mediante la
composicion de otros mas sencillos, lo propuso Galileo para estudiar los movimientos
de proyectiles. Cabe suponer que esta estrategia también serd util en otras situaciones,
que involucren a otros tipos de movimientos. Por ejemplo, ;/qué tipo de movimiento se
obtendria componiendo un movimiento rectilineo uniforme con otro armonico simple
perpendicular a al primero? ¢qué resultado dara la composicion de dos movimientos
armonicos simples perpendiculares?, etc.

Dedicamos seguidamente varios anexos a tratar detalles sobre algunas de estas cuestiones,
cuya relevancia permite destacar el valor de esta investigacion.

9. Memoria del trabajo

Para terminar, planteamos que los estudiantes recojan el trabajo realizado en una memoria
de la investigacion.

A.20. Elaborad una memoria del trabajo practico realizado en la que se detalle qué pro-
blema nos hemos planteado, cuéles han sido las hipotesis y sus consecuencias directamen-
te contrastables, el disefio experimental elaborado y escogido, los resultados obtenidos y
el analisis de los mismos.

Insistimos, una vez mas, en que interesa dar a esta actividad el sentido de la auténtica comuni-

cacion cientifica, superando su connotacion habitual de simple ejercicio escolar, destinado a
ser calificado por el profesor. La publicacion de unas actas del trabajo realizado y la organi-
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zacion de sesiones de comunicacion oral (con ayuda de proyecciones, videos, simulaciones,
etc.) y de sesiones poster abiertas a otros alumnos, contribuye a dar interés a este esfuerzo de
comunicacion, ademas de proporcionar una visién mas correcta del trabajo cientifico, buena
parte del cual esta centrado en dicha comunicacion.

También se puede realizar en clase un esquema de la investigacion (por ejemplo, a modo
de un mapa conceptual) y, si se desea, se puede usar en la puesta en comun una animacion
interactiva sobre la hipdtesis de Galileo, similar a las que hemos visto durante el trabajo
practico. La imagen siguiente muestra una secuencia de una animacion Modellus que he-
mos elaborado con este fin. Usandola, los alumnos pueden, por ejemplo, prever diferentes
situaciones que se tendrian para determinados valores de los parametros (;qué pasaria si no
hubiera gravedad, si la velocidad inicial fuera nula, si aumenta o disminuye la altura ini-
cial,..?) antes de hacerla correr y ver la solucion de dichas posibles situaciones.

HIPOTESIS DE GALILEO SOBRE EL TIRO HORIZONTAL
Movimiento M m E H= B0.00
horizental

O O O Min = 0.00
O
O wo= 20.00
O Max = 2000 .
® ﬁ:;:cela ® Wir = 0.00

RECURSOS TIRO HORIZONTAL Y TIRO OBLICUO

Los experimentos sobre el tiro horizontal realizados con ayuda del programa Modellus
(incluidas todas las animaciones) y los realizados con la ayuda del programa Tracker, se
pueden consultar y descargar en la Web de materiales didacticos de la Seccion Local de la
RSEF: http://rsefalicante.umh.es/fisica.htm.

En el anexo 1, se expone un experimento similar al mostrado aqui sobre el tiro horizontal,
pero dedicado al tiro oblicuo. La version original y completa del mismo que sigue el disefio
experimental 2 se puede consultar en la pagina fisquiweb del profesor Luis Ignacio Garcia
(https://fisquiweb.es/Laboratorio/TiroOblicuo/index.htm),y la que sigue el disefio experi-
mental 3, esta en la Web de la S.L. de la RSEF (http://rsefalicante.umh.es/fisica.htm), don-
de también se pueden descargar diversas animaciones que aplican el estudio a varios ejem-
plos concretos (rebote oblicuo de una pelota, tiro libre en un partido de baloncesto) .

En esta misma pagina Web se pueden descargar también las versiones del programa Mode-
llus 2.5 (para ordenadores de 32 bits) y Modellus 3 (para ordenadores de 64 bits), mientras
que, el programa Tracker 5.0, se puede descargar, de forma totalmente libre, desde la di-
reccion https://physlets.org/tracker/ Esta version esta disponible para Windows, Mac OS
X, Linux 32-bit i Linux 64-bit.
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ANEXO 1
TRABAJO PRACTICO SOBRE EL TIRO OBLICUO

Tal como ilustra el dibujo siguiente, todo lanzamiento oblicuo que se inicie en el suelo
describe una trayectoria simeétrica respecto de un eje vertical.

O O

O

oY 0o
i O

HOEENEN——— =

La segunda mitad de este movimiento se puede considerar como un tiro horizontal, que se
iniciaria en la posicion de mayor altura del tiro oblicuo. Sabemos que a dicho tiro
horizontal le es aplicable la hipdtesis de Galileo de descomposicion del movimiento y, en
consecuencia, es razonable plantear el que dicha hipétesis sea aplicable al movimiento
completo, es decir, al tiro oblicuo. (De hecho, Galileo, cuando expres6 su hipétesis, se
refirio6 de forma general al lanzamiento de proyectiles, sin limitarla a que dicho
lanzamiento fuese necesariamente horizontal).

Por tanto, la trayectoria de un tiro oblicuo se deberia poder obtener componiendo las de
dos movimientos independientes y perpendiculares entre si: un movimiento horizontal
uniforme y un movimiento vertical uniformemente acelerado, de aceleracion g. Partiendo
de esta premisa, los alumnos pueden escribir las ecuaciones del movimiento (horizontal y
vertical), obtener la ecuacion de la trayectoria (constatando que se trata de una parabola),
deducir expresiones particulares para obtener magnitudes como el alcance méaximo
horizontal, la altura maxima del lanzamiento, la duracion del tiro o la velocidad del
impacto final en el suelo, etc. También pueden deducir otros resultados de interés practico,
como, por ejemplo, el angulo de lanzamiento que produce el maximo alcance (para una
velocidad de lanzamiento dada), el que proporciona la mayor altura maxima, etc. (Todos
estos desarrollos se detallan en el anexo 3).

Ademas de realizar estos desarrollos formales en el aula, también puede ser interesante
plantear un trabajo practico sobre el tiro oblicuo, semejante al que hemos expuesto aqui
sobre el tiro horizontal y, que, como aquél, puede conllevar la elaboracion de diferentes
disefios experimentales, concretamente:

v Uno en el que se utilicen instrumentos de medida mas “tradicionales” para valores con-
cretos de algunas magnitudes, como, por ejemplo, la velocidad inicial, el angulo, el al-
cance, etc., con el que se intentarian contrastar posibles relaciones especificas entre ellas
(disefio experimental 1, similar al disefio 2 del trabajo practico sobre el tiro horizontal).
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v/ Otro en el que se construya una simulacién del tiro oblicuo, cuyo modelo fisico-
matematico conste de las leyes deducidas de la aplicacion de la hipétesis de Galileo,
que estaria destinado a analizar la posible concordancia entre un tiro oblicuo real (fil-
mado) y el movimiento simulado (disefio experimental 2, similar al disefio 3 del traba-
jo préctico sobre el tiro horizontal).

Mostramos seguidamente algunos detalles y resultados concretos relativos a estos dos tipos
de experimento.

1. Experimento con instrumentos de medida tradicionales (disefio experimental 1)

Comentamos seguidamente algunos aspectos del montaje utilizado en un experimento de
este tipo que realizaron alumnos de 1° Bachillerato en ¢l IES “La Magdalena” de Avilés
(Asturias) con el profesor Luis Ignacio Garcia.

Igual que hemos hecho en el trabajo practico sobre el tiro horizontal, en este experimento
sobre el tiro oblicuo, se hizo rodar una bola por un plano inclinado y también se colocaron,
al final del mismo, dos puertas ldgicas conectadas a un cronémetro, cuya mision fue
determinar la velocidad inicial de la bola en el lanzamiento oblicuo (para obtenerla, los
alumnos regularon la separacion entre ambas hasta lograr que cuando la bola pasara por la
primera el crondmetro se pusiera en marcha, y que se detuviera al pasar por la segunda).

(D)

Slar’Siop  Cerm

Sabiendo el valor de la separacidn existente entre las puertas (en este caso fue de 2,4 cm) y
el tiempo que tarda en recorrer esa distancia (0,020 s), pudieron determinar el médulo de la
velocidad con la que la bola salia del plano inclinado (vo = 2.4/0.02 = 120 cm/s = 1.2 m/s).
Los estudiantes también calcularon el angulo de inclinacién del plano, midiendo los catetos
y la hipotenusa del triangulo rectangulo que forma el plano inclinado (y lo verificaron
usando un transportador de angulos). En este caso, dicho angulo fue de -15°.
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El valor negativo del mismo nos recuerda que en este experimento la velocidad inicial del
tiro oblicuo tuvo una inclinacién negativa (respecto de la direccién horizontal). Esta
situacién contrasta con lo que suele ser mas habitual en el lanzamiento de proyectiles, pero,
en cambio, es similar a otras situaciones cotidianas, como, por ejemplo, la caida de una
pelota después de rodar por un tejado.

Finalmente, para determinar experimentalmente el punto de caida, los estudiantes echaron
en una bandeja la cantidad de arena necesaria para crear una fina pelicula. Como se
observa en la fotografia adjunta, la bola al caer sobre la arena dejaba una marca nitida en el
punto de impacto. Por tanto, obtuvieron el alcance del lanzamiento, A, midiendo la
distancia desde la vertical del punto de lanzamiento hasta el centro de la marca dejada en la
arena.

A partir de los datos iniciales del movimiento, la clase obtuvo el valor tedrico del alcance y
lo compararon con el obtenido en el experimento. El resultado experimental se desvid
menos de un 2% con respecto al teorico. El trabajo completo esta disponible en la pagina
fisquiweb: https:/fisquiweb.es/.

2. Experimento realizado con el programa Modellus (disefio experimental 2)

En el IES “Leonardo da Vinci” de Alicante, alumnos de 1° de Bachillerato realizaron un
estudio experimental del tiro oblicuo acorde con este disefio experimental.
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Generaron un tiro horizontal con un montaje similar al mostrado aqui en el trabajo practico
sobre el tiro horizontal (es decir, haciendo rodar una pelotita encima de una mesa), pero, en
lugar de realizar el analisis del movimiento de la pelotita desde que deja de estar en
contacto con la mesa (tiro horizontal), lo hicieron sobre el movimiento de dicha pelotita
desde que rebota por primera vez en el suelo, ya que el movimiento iniciado en el instante
de rebotar es equivalente a un tiro oblicuo lanzado desde ese punto del suelo.

La imagen siguiente, muestra una secuencia intermedia de la animacion construida para
analizar la concordancia entre dicho tiro oblicuo y un movimiento simulado, cuyas
ecuaciones se obtuvieron aplicando la hipétesis de Galileo:

ESTUDIO DEL REBOTE OBLICUO

Altura de la mesa: 1.2m = 110 pixels

Representacion del x=09 m
movimiento rebote y y=074m
sus componentes

horizontal y vertical

(escala 2:1)

Y o, U e G o P .
“w W W

=

Del mismo modo que hemos visto en el trabajo practico sobre el tiro horizontal, el
resultado de este analisis sobre el movimiento tras el rebote de la pelotita, fue comprobar
que la pelota virtual acompariaba a la real a lo largo de todo el movimiento, para un valor
de la aceleracion vertical igual a g.

Después de ver este ejemplo, podemos afiadir que una ventaja del uso de este recurso es su
aplicabilidad a movimientos similares que no necesariamente sean generados o realizados
en el laboratorio escolar, ya que sera suficiente para poder realizar el analisis, con tener
acceso a filmaciones de tales movimientos. Un ejemplo concreto de un tiro oblicuo que
puede estudiarse de este modo es el que realiza la pelota en el lanzamiento de un tiro libre
en un partido de baloncesto. En el IES “Leonardo da Vinci” de Alicante, los estudiantes de
1° Bachillerato también usaron un clip de video sobre este movimiento para analizar si
cumple la hipétesis de Galileo.
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Después de volcar dicho clip de video
sobre una pagina Modellus, usaron la
herramienta de medicion de longitudes que
proporciona el programa para establecer la
equivalencia entre metro y pixeles, apro-
vechando dos longitudes que son
conocidas: la altura de la canasta y la
distancia horizontal entre el lanzador y el
borde del campo. Obtuvieron el tiempo que
dura el lanzamiento directamente de la
filmacién, y la altura méxima de la pelota
usando la herramienta de medida de
longitudes (deteniendo el clip de video-
grabacion justamente en ese instante).

Con todos estos datos, escribieron el modelo fisico-matematico de la simulacion, que, de
acuerdo con la hipétesis de Galileo, consta de las ecuaciones de dos movimientos teoricos:
horizontal uniforme (x) y vertical uniformemente acelerado con aceleracion igual a g (y).
Finalmente, completaron la animacion colocando en la pantalla un balén virtual que debia
realizar el movimiento simulado (X, y) y afiadieron otros elementos para enriquecerla
(entre ellos, sendos vectores representativos de la velocidad y la aceleracion de la pelota en
cada instante).

También aqui, al correr la animacion elaborada para el estudio de este tiro oblicuo, se
obtuvo una excelente concordancia entre el movimiento real del balén (filmado) y el
movimiento del balén virtual (simulacion). Vemos en la imagen adjunta, que corresponde a
una secuencia del movimiento, como la pelota virtual tapa a la real en el momento de
entrar a canasta (imagen situada a la derecha)

Vectores ~ /elocidad —
aceleracion —s
¥ O @) O
O Altura de la 1 m aprox. 47
. canasta: 3.05m  pixels
e Baremaciones para
) pasar de pixels am
Distancia linea del 1m aprox. 49
\f .
5(2/;’ tiro libre 5.8m pixels
: x=417m v =379 /s
;\,&fl y=333m vy =-341M/5
o By
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3. Andlisis realizados con el programa Tracker (disefio experimental 2)

Ya hemos visto en este y en otros trabajos practicos que la técnica que se ha de usar para
realizar analisis experimentales sobre movimientos filmados con el programa Tracker es
similar a la ya descrita cuando se trabaja con Modellus.

Sabido esto, vamos a mostrar seguidamente la imagen de la Gltima secuencia de un analisis
realizado con esta tecnica sobre el tiro oblicuo de una pelotita. Dicho analisis se realizo en
un curso de formacion docente celebrado en 2019 en el Cefire de Ciencias, Tecnologia y
Matematicas de Valencia, usando un video disponible en los fondos de la pagina oficial de
Tracker (https://physlets.org/tracker/).
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Como vemos, a la izquierda quedan sefialadas posiciones sucesivas de la pelota
(registradas a intervalos iguales de tiempo), y a la derecha se obtuvieron las graficas de la
evolucion de la posicion en horizontal “x” y vertical “y” de la pelotita.

En este mismo trabajo, los profesores asistentes también realizaron otro analisis destinado
a contrastar si la componente horizontal de la velocidad se mantenia, como asi debe ser,
constante a lo largo de todo el movimiento. También obtuvieron el valor de la aceleracion
(vertical) del movimiento (en este caso, resultd g= -9.96 m/s®), lo que hicieron calculando
con el programa la pendiente de la grafica de la velocidad. Y, finalmente, representaron en
las sucesivas posiciones los vectores que dan en cada instante la velocidad y la aceleracion
de la pelota.
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Gréfica de la evolucién de la componente horizontal de la velocidad
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Vectores velocidad y aceleracidn en distintos puntos de la trayectoria

(El programa Tracker permite representar los vectores (tanto velocidad como aceleracion)
para cualquier fotograma del movimiento del objeto).
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ANEXO 2
CONTRIBUCION DEL TIRO HORIZONTAL A LA SINTESIS NEWTONIANA

Una caracteristica importante de la fisica de Aristoteles (384 a.C. - 322 a.C.) fue plantear
una separacion radical entre dos "mundos™: un mundo sub-lunar (o terrestre) imperfecto,
perecedero y un mundo supra-lunar (o celeste) perfecto, eterno, inmutable, hecho de una
materia especial, sin peso. Se consideraba que estas dos partes del Universo funcionan
obedeciendo a leyes diferentes: en el mundo celeste, el Sol, la Luna y las estrellas se
consideraba que su estado natural era describir movimientos circulares uniformes de forma
permanente alrededor de la Tierra, situada inmdvil en el centro del Universo. En el mundo
terrestre cada objeto tendia a moverse en linea recta hacia su lugar natural y a quedarse alli
en reposo. Esto llevaba a pensar que las piedras debian caer en linea recta hacia la
superficie de la Tierra, tanto méas aprisa cuanto mayor fuera su masa y que los gases no
pesaban, moviéndose espontaneamente hacia arriba, de forma que para mantener en
movimiento un objeto alejandolo de su lugar natural, era necesario la accion de una fuerza.

En la época de Newton (finales del siglo XVII) la Teoria Heliocéntrica de Copérnico (la
Tierra y el resto de los planetas son los que giran en torno al Sol) se ensefiaba ya en
algunas universidades, Galileo con su telescopio habia descubierto montafas y valles en la
Luna y también que el planeta Jupiter tenia lunas orbitando a su alrededor. Todo ello ya
habia hecho tambalearse el antiguo sistema, pero fue sin duda la Teoria de Newton de la
Gravitacion Universal la que permitié finalmente una sintesis entre dos mundos hasta
entonces completamente distintos.

La ilustracion siguiente, similar al dibujo que encontramos en la portada de muchas
ediciones de los Principia de Newton, ayuda a ver la contribucion que puede hacer el
estudio del tiro horizontal a la sintesis newtoniana:

Un objeto lanzado horizontalmente desde una colina V realiza un movimiento parabdlico
hasta caer en un cierto punto A. Si la velocidad es mayor, el mismo objeto caera en el
punto B, y si se sigue aumentando la velocidad en C, D... hasta que para un valor
determinado de la velocidad, el objeto describira una trayectoria que no intersecta con la
Tierra quedando en érbita alrededor de la misma.
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En palabras del propio Newton:

«EI que un planeta pueda ser retenido en su drbita es algo que podemos comprender facilmente si con-
sideramos los movimientos de los proyectiles. En efecto, una piedra arrojada, a causa del peso se ve
forzada a abandonar la trayectoria rectilinea... viéndose obligada a describir una linea curva en el aire,
y merced a este camino torcido se ve finalmente Ilevada al suelo. Y cuanto mayor sea la velocidad con
la que se proyecta, mas lejos va antes de caer a tierra. Podemos suponer por tanto que la velocidad se
incrementa de tal modo que describa un arco de (muchas) millas antes de llegar al suelo, hasta que
finalmente, excediendo de los limites de la Tierra, pasara totalmente sin tocarlax.

Para practicar en clase sobre estos conceptos, hemos elaborado otra animacion Modellus,
que reproduce este razonamiento de Newton. Manipuléndola, los alumnos pueden entender
mejor que no existen diferencias fundamentales entre el movimiento regular de un satélite
(un movimiento "celeste”) y el de un tiro horizontal que termina chocando contra el suelo
(un movimiento "terrestre”) cuando se interpretan mediante las leyes de Newton. Se
requieren las mismas leyes para estudiar ambos movimientos y es Unicamente el valor de la
velocidad inicial en relacion con la altura del lanzamiento lo que determina que el objeto
siga una trayectoria parabdlica o circular.

SUPERACION DE LA BARRERA
ENTRE MOVIMIENTOS DE OBJETOS
TERRESTRES Y CELESTES

Estos casos y los de otras trayectorias que también son posibles bajo estas condiciones
(6rbita eliptica, trayectoria hiperbolica abierta,..) se desarrollan con mas detalle en 2° curso
de Bachillerato, en el tema dedicado al estudio del Campo gravitatorio (ved en el libro de
texto Fisica de 2° de Bachillerato, de libre acceso en: http://didacticafisicaquimica.es/).
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ANEXO 3

OBTENCION TEORICA DE LAS ECUACIONES DEL MOVIMIENTO PARA UN
TIRO HORIZONTAL Y PARA UN TIRO OBLICUO

1. Obtened las magnitudes caracteristicas (aceleracion, velocidad y vector de posicion)
correspondientes al movimiento de un cuerpo lanzado horizontalmente.

En el instante en que se lanza el cuerpo (tp = 0) las magnitudes caracteristicas del movi-
miento presentan los siguientes valores: & = (0, -g); V, =(Vo,0); ©,=(0,h)yenotro
instante posterior cualquiera (comprendido entre el lanzamiento y el momento en que el
cuerpo choca contra el suelo) seran:

a=(0,-9); v=(vx,V); r=(rx,n)

X(m\

Conocemos el vector a vy a partir del mismo podemos calcular la velocidad y la posicién.
Una forma sencilla de hacerlo es trabajar con las componentes cartesianas escalares por
separado:

ax=0; t9=0, Vxo=Vo; Ixo=0
ay=-0; 10 =0; vyo=0; rpo=h

Si nos fijamos en los datos de la componente X veremos que coinciden con los de un punto
que se desplaza a lo largo de OX™ con un MU, de modo que aplicando las expresiones ya
conocidas para este movimiento obtendremos que: Vx= Vg, x=Vp- t

En cuanto a la componente Y, los datos coinciden con los de un punto que se desplaza a lo
largo del eje OY™ con un MUA y, en consecuencia: vy = -gt; ry=h - gt?/2

De acuerdo con lo anterior, las ecuaciones de movimiento para el tiro horizontal son:

_ _ gt?
a=(0,-9); V=(vo,—gt); T=(vot, h_T)

Mediante las dos ultimas expresiones es posible calcular la velocidad y la posicion del
cuerpo lanzado horizontalmente en cualquier instante.
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2. Obtened las magnitudes caracteristicas (aceleracion, velocidad y vector de posicion)
correspondientes al movimiento de un cuerpo lanzado oblicuamente desde el suelo.

Si tomamos como sistema de referencia los ejes de coordenadas cartesianas que se indican
en la figura siguiente, las magnitudes caracteristicas del movimiento en el instante inicial to
=0, seran las siguientes:

Y

(m)

\ 4

(m)

a=(0,-9); v, =(vo-cos o, Vo-sene); = (0, 0)yen otro instante cualquiera t seran:
a=(0,-9); Vv=(vx,Vvy); F=(rg,ry).

Como podemos ver, al igual que en el tiro horizontal el vector aceleracion permanece
constante. Siguiendo un procedimiento similar al alli empleado, determinad las magnitudes
caracteristicas del movimiento a partir de la aceleracion y de los valores de la velocidad y
el vector de posicion en el instante inicial.

ax=0; t=0, Vy=VpCOSQ; Ig=0
ay=-0; to=0; Vyo = Vo-Sene; ryp=0

Si analizamos los datos de la componente x veremos que corresponden a un movimiento
uniforme. Si aplicamos las ecuaciones, ya conocidas, para este movimiento tendremos:

Vx = Vo-COSQ; I'yx= Vo-t COSQ.

En cuanto a la componente y, los datos coinciden con los de un movimiento uniformemen-
te acelerado: vy = vp-sen ¢@-gt; ry = Vot-sen ¢- gt2/2

En resumen: las ecuaciones del movimiento para el tiro oblicuo considerado, vendran da-
das por:

2

t
d=(0,-g); V=(v,cos¢,V,sene—at); F:(votcosqa,votsengo—gT)

Mediante las ecuaciones anteriores es posible resolver muchas cuestiones de interés res-
pecto a este tipo de movimiento como, por ejemplo:

3. Obtened las expresiones del alcance horizontal “A” 'y de la altura méxima “H” de un
proyectil lanzado oblicuamente con una cierta velocidad inicial v, que forma un angulo ¢

con la horizontal (haced la aproximacion de ignorar el rozamiento con el aire). ¢Para qué
valor de ¢ seran maximas estos magnitudes?
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2
Vv, -Sen2 . . .
A= 0—(0. El alcance seria el maximo posible para ¢ = 45° (sen 90° = 1).
g
2 2
Vv, -(sen . .
H= M La altura maxima es la mayor posible para ¢ = 90° (sen 90° =1)
g

Antes de resolver formalmente estas cuestiones, se puede pedir a los alumnos que
aventuren a modo de hipétesis como puede ser la grafica de la evolucion de cada una de
estas dos magnitudes al ir variando el angulo de lanzamiento entre 0° y 90°. Luego, una vez
obtenidas las formulas, y como parte del analisis de los resultados obtenidos, se pueden
construir tales graficas, por ejemplo, incorporando las expresiones obtenidas como modelo
fisico-matematico en un programa de simulacién. Asi, por ejemplo, al hacerlo con el
programa Modellus, este nos puede dibujar las siguientes graficas:

Altura maxima

Alcance

I
45°

g0e angulo {7

Estas graficas nos ensefian que alrededor del angulo al que corresponde el alcance maximo
(45°) siempre existen dos posiciones de lanzamiento (a las que corresponden angulos
simétricos con respecto a esos 45°) para cada alcance. Asi por ejemplo, se obtendra el
mismo alcance con un tiro “rasante” de 35° que con otro “elevado” de 55°.

4. Como vemos, tanto en el tiro horizontal como en el tiro oblicuo, el vector aceleracion
permanece constante'. ¢Significa esto que se trata de movimientos uniformemente acele-
rados?

La respuesta es que no. En efecto: es facil ver que al ser la trayectoria curvilinea la tangen-
te y la normal estan cambiando constantemente de direccion y como el vector a es siem-
pre el mismo, sus componentes tangencial y normal iran cambiando de modo que la acele-
racion tangencial sera variable y, por tanto, estos movimientos no son uniformemente ace-

lerados sino variados®.

! Nos limitamos a situaciones habituales (deportes, etc.,) con lanzamientos a una escala en la que se puede
considerar perfectamente que la gravedad no cambia.
considerar que la gravedad no cambia.

2 Recordemos que el movimiento de un objeto a lo largo de cualquier trayectoria, se define como uniforme-

mente acelerado siempre que la aceleracién tangencial correspondiente se mantenga constante durante todo el
intervalo de tiempo considerado.
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Yo a=3,+4,
VO a = (at 1 an)
e >
~ ~ at
= SN
a, B
N
a \
an X at
\
\
a i\
\
X(m)

En la figura anterior se ha representado un tiro horizontal con el proyectil en dos
posiciones distintas. En ambas se ha dibujado el vector aceleracion y sus componentes
intrinsecas (aceleracion tangencial y normal). Podemos ver que la aceleracidn es constante
(@ =cte = aceleracion de la gravedad), pero que los vectores componentes aceleracion
tangencial y aceleracion normal van cambiando a lo largo de la trayectoria descrita.
Concretamente, la aceleracion tangencial va aumentando mientras que la normal
disminuye. De este modo se cumple que en todo instante de este movimiento:

La aceleracion de estos movimientos (tiro horizontal y tiro oblicuo) es constante en
modulo direccion y sentido, pero no lo son sus componentes intrinsecas, que van
cambiando continuamente de valor.
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