ResearchGate

See discussions, stats, and author profiles for this publication at: https://www.researchgate.net/publication/326010156
Problemas de Dinamica Relativista y desarrollo de la Competencia Cientifica

Chapter - June 2018

CITATIONS READS
0 4,302
3 authors:
* Manuel Alonso Sanchez e Jaime Carrascosa Alis
University of Alicante University of Valencia
54 PUBLICATIONS 116 CITATIONS 131 PUBLICATIONS 1,799 CITATIONS
SEE PROFILE SEE PROFILE

Salvador Martinez Sala

18 PUBLICATIONS 2 CITATIONS

SEE PROFILE

Some of the authors of this publication are also working on these related projects:

Project Contribucion al paradigma constructivista de ensefianza/aprendizaje de las ciencias View project

Project Resolucion de proble-mas de lapiz y pa-pel como investigacion View project

All content following this page was uploaded by Jaime Carrascosa Alis on 27 June 2018.

The user has requested enhancement of the downloaded file.


https://www.researchgate.net/publication/326010156_Problemas_de_Dinamica_Relativista_y_desarrollo_de_la_Competencia_Cientifica?enrichId=rgreq-75093f491fa78e902e15fea020fb1095-XXX&enrichSource=Y292ZXJQYWdlOzMyNjAxMDE1NjtBUzo2NDIwNTc4NDAzNjk2NjRAMTUzMDA4OTkyNjI0NA%3D%3D&el=1_x_2&_esc=publicationCoverPdf
https://www.researchgate.net/publication/326010156_Problemas_de_Dinamica_Relativista_y_desarrollo_de_la_Competencia_Cientifica?enrichId=rgreq-75093f491fa78e902e15fea020fb1095-XXX&enrichSource=Y292ZXJQYWdlOzMyNjAxMDE1NjtBUzo2NDIwNTc4NDAzNjk2NjRAMTUzMDA4OTkyNjI0NA%3D%3D&el=1_x_3&_esc=publicationCoverPdf
https://www.researchgate.net/project/Contribucion-al-paradigma-constructivista-de-ensenanza-aprendizaje-de-las-ciencias?enrichId=rgreq-75093f491fa78e902e15fea020fb1095-XXX&enrichSource=Y292ZXJQYWdlOzMyNjAxMDE1NjtBUzo2NDIwNTc4NDAzNjk2NjRAMTUzMDA4OTkyNjI0NA%3D%3D&el=1_x_9&_esc=publicationCoverPdf
https://www.researchgate.net/project/Resolucion-de-problemas-de-lapiz-y-papel-como-investigacion?enrichId=rgreq-75093f491fa78e902e15fea020fb1095-XXX&enrichSource=Y292ZXJQYWdlOzMyNjAxMDE1NjtBUzo2NDIwNTc4NDAzNjk2NjRAMTUzMDA4OTkyNjI0NA%3D%3D&el=1_x_9&_esc=publicationCoverPdf
https://www.researchgate.net/?enrichId=rgreq-75093f491fa78e902e15fea020fb1095-XXX&enrichSource=Y292ZXJQYWdlOzMyNjAxMDE1NjtBUzo2NDIwNTc4NDAzNjk2NjRAMTUzMDA4OTkyNjI0NA%3D%3D&el=1_x_1&_esc=publicationCoverPdf
https://www.researchgate.net/profile/Manuel_Sanchez70?enrichId=rgreq-75093f491fa78e902e15fea020fb1095-XXX&enrichSource=Y292ZXJQYWdlOzMyNjAxMDE1NjtBUzo2NDIwNTc4NDAzNjk2NjRAMTUzMDA4OTkyNjI0NA%3D%3D&el=1_x_4&_esc=publicationCoverPdf
https://www.researchgate.net/profile/Manuel_Sanchez70?enrichId=rgreq-75093f491fa78e902e15fea020fb1095-XXX&enrichSource=Y292ZXJQYWdlOzMyNjAxMDE1NjtBUzo2NDIwNTc4NDAzNjk2NjRAMTUzMDA4OTkyNjI0NA%3D%3D&el=1_x_5&_esc=publicationCoverPdf
https://www.researchgate.net/institution/University_of_Alicante?enrichId=rgreq-75093f491fa78e902e15fea020fb1095-XXX&enrichSource=Y292ZXJQYWdlOzMyNjAxMDE1NjtBUzo2NDIwNTc4NDAzNjk2NjRAMTUzMDA4OTkyNjI0NA%3D%3D&el=1_x_6&_esc=publicationCoverPdf
https://www.researchgate.net/profile/Manuel_Sanchez70?enrichId=rgreq-75093f491fa78e902e15fea020fb1095-XXX&enrichSource=Y292ZXJQYWdlOzMyNjAxMDE1NjtBUzo2NDIwNTc4NDAzNjk2NjRAMTUzMDA4OTkyNjI0NA%3D%3D&el=1_x_7&_esc=publicationCoverPdf
https://www.researchgate.net/profile/Jaime_Alis?enrichId=rgreq-75093f491fa78e902e15fea020fb1095-XXX&enrichSource=Y292ZXJQYWdlOzMyNjAxMDE1NjtBUzo2NDIwNTc4NDAzNjk2NjRAMTUzMDA4OTkyNjI0NA%3D%3D&el=1_x_4&_esc=publicationCoverPdf
https://www.researchgate.net/profile/Jaime_Alis?enrichId=rgreq-75093f491fa78e902e15fea020fb1095-XXX&enrichSource=Y292ZXJQYWdlOzMyNjAxMDE1NjtBUzo2NDIwNTc4NDAzNjk2NjRAMTUzMDA4OTkyNjI0NA%3D%3D&el=1_x_5&_esc=publicationCoverPdf
https://www.researchgate.net/institution/University_of_Valencia?enrichId=rgreq-75093f491fa78e902e15fea020fb1095-XXX&enrichSource=Y292ZXJQYWdlOzMyNjAxMDE1NjtBUzo2NDIwNTc4NDAzNjk2NjRAMTUzMDA4OTkyNjI0NA%3D%3D&el=1_x_6&_esc=publicationCoverPdf
https://www.researchgate.net/profile/Jaime_Alis?enrichId=rgreq-75093f491fa78e902e15fea020fb1095-XXX&enrichSource=Y292ZXJQYWdlOzMyNjAxMDE1NjtBUzo2NDIwNTc4NDAzNjk2NjRAMTUzMDA4OTkyNjI0NA%3D%3D&el=1_x_7&_esc=publicationCoverPdf
https://www.researchgate.net/profile/Salvador-Sala?enrichId=rgreq-75093f491fa78e902e15fea020fb1095-XXX&enrichSource=Y292ZXJQYWdlOzMyNjAxMDE1NjtBUzo2NDIwNTc4NDAzNjk2NjRAMTUzMDA4OTkyNjI0NA%3D%3D&el=1_x_4&_esc=publicationCoverPdf
https://www.researchgate.net/profile/Salvador-Sala?enrichId=rgreq-75093f491fa78e902e15fea020fb1095-XXX&enrichSource=Y292ZXJQYWdlOzMyNjAxMDE1NjtBUzo2NDIwNTc4NDAzNjk2NjRAMTUzMDA4OTkyNjI0NA%3D%3D&el=1_x_5&_esc=publicationCoverPdf
https://www.researchgate.net/profile/Salvador-Sala?enrichId=rgreq-75093f491fa78e902e15fea020fb1095-XXX&enrichSource=Y292ZXJQYWdlOzMyNjAxMDE1NjtBUzo2NDIwNTc4NDAzNjk2NjRAMTUzMDA4OTkyNjI0NA%3D%3D&el=1_x_7&_esc=publicationCoverPdf
https://www.researchgate.net/profile/Jaime_Alis?enrichId=rgreq-75093f491fa78e902e15fea020fb1095-XXX&enrichSource=Y292ZXJQYWdlOzMyNjAxMDE1NjtBUzo2NDIwNTc4NDAzNjk2NjRAMTUzMDA4OTkyNjI0NA%3D%3D&el=1_x_10&_esc=publicationCoverPdf

PROBLEMAS DE
FISICA

DINAMICA RELATIVISTA

FOIn3cion o/ fFroeso/aob

didacticafisicaquimica.es

MANUEL ALONSO SANCHEZ
SALVADOR MARTINEZ SALA
JAIME CARRASCOSA ALIS

(7 de junio de 2018)

1



NOTA PREVIA

Los problemas que se presentan a continuacion conforman un capitulo
mas del libro “Problemas de Fisica” (de libre acceso en la pagina Web:

didacticafisicaquimica.es) y corresponden al tema de Relatividad. Como

informacién basica y ampliacion de conocimientos recomendamos utilizar:

v El tema 9 (Introduccién a la teoria de la Relatividad) del libro Fisica
de 2° de Bachillerato, de los mismos autores que este capitulo (tam-

bién de libre acceso en didacticafisicaguimica.es).

v" Los contenidos de http://rsefalicante.umh.es/relatividad.htm en los

que se incluyen animaciones que conectan especificamente con
muchas de las situaciones planteadas en estos problemas permi-
tiendo una mejor comprension de los conceptos y relaciones que se

manejan en cada uno.

Entre estos problemas los hay adecuados para estudiantes de Fisica de
2° curso de Bachillerato (modelo educativo espafiol) y también otros para

estudiantes universitarios de los primeros cursos de Fisica.

Esperamos que todo ello sea de utilidad tanto al profesorado como al

alumnado que lo utilice. Ese es nuestro principal objetivo.

Recomendamos que, antes de estudiar o hacer uso de los problemas pro-
puestos, se proceda a una lectura atenta del documento que se expone a
continuacion, en el que se detalla y justifica el modelo de resolucion utili-

zado lo que permitira, sin duda, un mejor aprovechamiento de los mismos.


http://didacticafisicaquimica.es/
http://didacticafisicaquimica.es/
http://rsefalicante.umh.es/relatividad.htm

.COMO DESARROLLAR LA COMPETENCIA CIENTIFICA A TRAVES DE LOS
PROBLEMAS DE LAPIZ Y PAPEL?

Dentro del cuerpo de conocimientos de la Didactica de las Ciencias Experimentales, la Com-
petencia Cientifica en una materia determinada (Fisica, Quimica, etc.) se puede entender co-
mo saber (sus contenidos especificos), saber hacer (relacionado con aspectos procedimenta-
les y metodoldgicos) y ademas, saber ser y estar (relacionado con aspectos axiolégicos como,
por ejemplo, una actitud positiva, un mayor interés hacia la materia en cuestion y su aprendi-
zaje, trabajar bien en equipo, etc.).

Los profesores de ciencias hemos de impulsar y desarrollar la competencia cientifica entre los
alumnos en todas sus dimensiones, no solo porque asi se nos exige sino, sobre todo, porque es
la mejor forma de aprender ciencias (con todo lo que ello conlleva). En cuanto a la metodolo-
gia esto implica, entre otras actividades:

Plantear problemas de interés y saber precisarlos

Elaborar hipétesis fundadas

Elaborar posibles disefios experimentales para contrastar las hipotesis

Llevar a la practica los disefios elaborados

Realizar andlisis criticos, interpretar, argumentar, modelizar, busqueda de coherencia y globa-
lidad

Todo ello supone un cambio importante, que ha de romper con habitos de pensamiento muy
enraizados, fruto de la forma comun de abordar e interpretar las situaciones de la vida cotidia-
na. Sin embargo, hay que ser conscientes de que dicho cambio conlleva unos determinados
requerimientos y que no es posible avanzar en el mismo dejando de lado la adquisicion de
unos contenidos conceptuales que presenten una cierta amplitud, globalidad y coherencia in-
terna. Es decir: No se puede ensefiar nada de la competencia cientifica en abstracto, de igual
forma que tampoco es posible llevar a cabo ninguna investigacion cientifica fuera de un mar-
co conceptual determinado, el cual desempefia un papel muy importante desde el mismo
inicio hasta el final de la misma.

Tampoco es posible ensefiar nada de la competencia cientifica de manera parcelada (por ejem-
plo, solo a través de los trabajos experimentales), sino que hay que hacerlo en todos aquellos
aspectos que resultan claves para la ensefianza y aprendizaje de cualquier materia cientifica
como la Fisica o la Quimica, lo cual incluye, obviamente, la resolucion de problemas de lapiz
y papel, que es el ambito concreto en el que nos vamos a centrar aqui.

¢Con qué caracteristicas y como deberian plantearse los problemas para que contribuyan
realmente a desarrollar la competencia cientifica en el alumnado?

Para poder avanzar en el objetivo anterior es necesario abandonar la metodologia de ense-
fianza y aprendizaje de los problemas en la que estos se tratan como meros ejercicios de apli-
cacion y desarrollar un nuevo modelo de resolucion, méas coherente con la naturaleza de la
ciencia y el trabajo cientifico. Ello supone esencialmente, prestar una atencion particular a los
siguientes aspectos:



Comenzar por un analisis cualitativo de la situacion, planteando con claridad qué es con-
cretamente lo que se pide en el problema, aquello que se busca, qué interés puede tener,
precisando asi mismo las condiciones que se consideran imperantes en la situacion aborda-
da para poder avanzar asi en su solucion, y apoyandose, siempre que sea posible, en repre-
sentaciones o esquemas graficos apropiados.

Esto es precisamente lo que realizan los expertos cuando se encuentran ante lo que para ellos es
un verdadero problema, y también lo que en ocasiones (sin mucho éxito) se recomienda hacer a
los alumnos.

Emitir hipotesis fundadas sobre los factores de que puede depender la magnitud buscada y
sobre la forma de dicha dependencia imaginando, en particular, posibles casos limite de
facil interpretacion fisica.

La emision de hipdtesis consiste en una de las actividades mas importantes a realizar en cual-
quier investigacion y constituye en la ensefianza de las ciencias una excelente ocasion para po-
ner de manifiesto la existencia de posibles ideas alternativas. Los datos necesarios para la resolu-
cion del problema vendran marcados precisamente por aquellos factores que se hayan considera-
do en las hipétesis emitidas. Finalmente, conviene tener en cuenta que el hecho de aventurar co-
mo pueden influir dichos factores y analizar algun caso limite evidente, contribuye especial-
mente a poder realizar después un mejor andlisis del resultado (otro aspecto fundamental del
trabajo cientifico).

Elaboracion y exposicién de manera clara y concisa, de una posible estrategia para la reso-
lucion del problema antes de proceder a esta, evitando recurrir al simple ensayo y error.

Se trata de que los alumnos, utilizando sus conocimientos de partida, elaboren de manera funda-
mentada una estrategia que pueda conducir a la resolucién del problema y la expongan de forma
resumida argumentando sobre ella y los pasos a seguir. Esta etapa seria equivalente a lo que en
una investigacion cientifica se considera como la elaboracion de disefios para la contrastacion de
las hipotesis emitidas y es una actividad excelente para favorecer el desarrollo de la creatividad.

Hacer referencia cuando sea posible a otros métodos alternativos de resolucion.

Buscar distintas vias para la resolucion de un mismo problema y debatir sobre ellas es algo que
no solo posibilita una mejor contrastacion de los resultados obtenidos sino que, ademas, puede
contribuir decisivamente a que los alumnos se den cuenta de la coherencia global y la validez del
cuerpo de conocimientos que se va construyendo. Por otra parte, contribuye a desarrollar una
imagen de la ciencia mas cercana a la realidad, ya que las contrastaciones por distintas vias jue-
gan un papel fundamental en el trabajo cientifico.

Proceder a la resolucion del problema de acuerdo con la estrategia escogida, razonando lo
gue se hace y por qué se hace, sin caer en operativismos carentes de significado.

Se trata esencialmente de que se haga referencia a la informacion tedrica disponible, se justifi-
quen las expresiones que se van a utilizar comprobando, por ejemplo, que su campo de validez
es el adecuado segun las condiciones que se consideran imperantes en la situacion planteada y de
que, sobre todo, no se proceda a una resolucion mecanica o mimética del problema.



Efectuar, siempre que sea factible, una resolucion literal del problema, evitando la tenden-
cia a trabajar desde el principio con los valores numéricos.

Conviene tener en cuenta que no se trata de que los alumnos no manejen datos cuantitativos y
obtengan un resultado final expresado numéricamente sino, méas bien, de que hagan esto cuando
corresponda. En muchos casos es posible efectuar una resolucion literal antes de sustituir los
valores numericos. Para algunos alumnos, acostumbrados a operar con los nimeros de forma
inmediata, resulta un paso dificil. Sin embargo, se trata de algo esencial para conseguir, entre
otras cosas, poder realizar un buen analisis critico del resultado.

Analizar el o los resultados obtenidos mediante resolucion literal, a la luz de las hipdtesis
elaboradas y, en particular, de los casos limites considerados. Realizar también un sencillo
andlisis dimensional.

El andlisis de los resultados de un problema se puede realizar cuando estos vienen dados en for-
ma de una expresion literal ya que entonces es posible comprobar, de acuerdo con las hipétesis y
casos limite de partida, la influencia de las magnitudes que aparecen en ellos. Ademas, conviene
tener presente que es aqui, precisamente, en donde se puede producir algin conflicto cognosci-
tivo (cuando, por ejemplo, en el resultado no aparece alguna magnitud que si habia sido conside-
rada como influyente durante el planteamiento cualitativo), convirtiéndose asi los problemas en
poderosos instrumentos para un desarrollo realmente efectivo de la competencia cientifica.

Analizar los valores encontrados planteandose si son valores 16gicos o no.

A veces es posible que un resultado numérico se desvie tanto que se convierta en absurdo. Este
es el caso de aquellos que, ante un problema determinado obtienen, por ejemplo, que un atomo
de oxigeno tiene una masa de 16 g, o que el periodo de la Luna en su giro alrededor de la Tierra
es de millones de afos, sin que ello les suponga ninguna inquietud.

Considerar las perspectivas abiertas tras la resolucion del problema.

Contemplar, por ejemplo, la posibilidad de abordarlo con un mayor nivel de complejidad, estu-
diando sus implicaciones tedricas (profundizacion en la comprension de algin concepto), practi-
cas (situaciones similares de interés técnico), etc.

En el momento oportuno utilizar las nuevas tecnologias para mejorar el aprendizaje deri-
vado de la resolucién de problemas.

Se trata, por ejemplo, de busquedas bibliogréaficas a través de internet para ampliar y profundizar
sobre algin contenido concreto contemplado en el problema, utilizar applets y aplicaciones que
permitan visualizar algin aspecto concreto (por ejemplo la influencia que tiene en el resultado
cambiar una u otra variable), etc.

Relacionar, en su caso, el problema con aspectos cientifico-tecnolégicos, sociales o del me-
dio natural.

Siempre que la naturaleza de la situacion plantada lo permita hay que incluir también en la reso-
lucion del problema alguna reflexion sobre su posible interés cientifico-tecnolégico o sus impli-
caciones en la vida de las personas y en la naturaleza. Con ello se contribuye no solo a una toma
maés fundamentada de decisiones sino también a poner en cuestion una imagen descontextualiza-
da de la Ciencia y el trabajo cientifico.



Conviene tener en cuenta que las orientaciones precedentes no pretenden ser ninguna receta cuyo
seguimiento paso a paso garantice el éxito final. Se trata, por el contrario, de indicaciones muy
generales que alertan contra determinados vicios metodologicos que impiden tratar los proble-
mas como tales (algo para lo cual, de entrada, no se dispone de una solucidn evidente).

Para que las orientaciones anteriores se puedan contemplar en una programacion y, lo que es
mas importante, para que el profesorado pueda apropiarse de ellas como punto de partida en
el que apoyarse, es absolutamente necesario disponer de colecciones de problemas, acordes
con dichas orientaciones.

En la pagina Web: didacticafisicaquimica.es

Existe un libro de problemas de Fisica resueltos y también otros elementos (materiales educa-
tivos y de didactica) todos ellos de libre acceso, en los que se incluyen numerosos ejemplos
de problemas planteados con esta metodologia en muchos otros temas.

Es necesario tener en cuenta que no todos los problemas se pueden plantear asi, ni tampoco se
pueden contemplar siempre en un problema las 11 orientaciones comentadas anteriormente.
De hecho, la mayor parte de los problemas planteados como investigacion se han desarrollado
principalmente en contenidos de mecéanica newtoniana para Ensefianza Secundaria. Con estos
temas de Relatividad, pretendemos ampliar el campo (y también el nivel educativo) en el que
se ha venido aplicando esta metodologia de resolucion de problemas, abordando situaciones
de mecanica relativista. Este capitulo en concreto se centra en dinamica, y es la continuacion
de otro anterior centrado en cinemética. En ambos se incluyen problemas apropiados para el
nivel de estudiantes de Fisica de 2° de Bachillerato (espafiol) junto con otros mas adecuados
para estudiantes universitarios de primeros cursos de Fisica.

Con ello se pretende esencialmente contribuir al desarrollo de la competencia cientifica del
alumnado de Educacion Secundaria y de Universidad, mediante un modelo con el que trabajar
un aspecto concreto que resulta clave para la ensefianza y aprendizaje de las ciencias, como es
la resolucion de problemas de lapiz y papel, alejandonos de orientaciones excesivamente ge-
neralistas y abstractas, mas propias de la Psicologia o la Pedagogia generales que de la Didac-
tica de las Ciencias Experimentales.

Modestamente, abogamos por que se supere la “amnesia cronica” que con frecuencia afecta a
la Didéactica de las Ciencias Experimentales y se ponga de nuevo el foco en el disefio, experi-
mentacion y evaluacion de propuestas concretas con las que desarrollar la competencia cienti-
fica entre el alumnado a través de los contenidos especificos de las asignaturas que el profeso-
rado imparte, no solo mediante los problemas de lapiz y papel sino también en los restantes
aspectos claves para ensefiar y aprender ciencias como, por ejemplo, los trabajos practicos o
la introduccion y manejo de conceptos cientificos.

Para quienes se acercan a este tema por primera vez, recomendamos consultar la introduccion
del libro “Problemas de Fisica” el cual se encuentra en los materiales educativos presentes en
la pagina Web: didacticafisicaquimica.es, en donde se ilustran muchas de las orientaciones
expuestas a la vez que se va resolviendo un problema muy sencillo.

Nota final:

Para elaborar estos contenidos nos hemos basado fundamentalmente en diversos trabajos realiza-
dos sobre esta linea de investigacion por los profesores Daniel Gil Pérez y Joaquin Martinez To-
rregrosa. Para ver la bibliografia concreta (y para una mayor informacion) se puede consultar el
capitulo sobre Resolucion de Problemas del Libro “Curso Bésico de Didactica de las Ciencias”
incluido en la pagina web citada anteriormente.
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14. PROBLEMAS DE DINAMICA RELATIVISTA COMO INVESTIGACION

Introduccion:

El hecho de multiplicar la masa de una particula por su aceleracion es algo que contribuy6
decisivamente al transito de la cinematica hacia la dindmica y en general hacia la construccién
del cuerpo de conocimientos que conforman lo que se conoce como “mecanica de Newton”.
Dentro de ese marco teorico, y de acuerdo con el principio de Relatividad de Galileo, la acele-
racion de una particula es invariante, lo que significa, como ya sabemos, que no depende del
sistema de referencia inercial (en adelante SRI) escogido para medirla. Si tenemos en cuenta
que la masa es invariante, ello supone que la fuerza resultante (Fres = m-a)* también ha de
serlo. La ecuacion anterior es la ley fundamental de la dinamica de Newton y al ser la fuerza
resultante una magnitud invariante, hace que dicha ecuacion se pueda escribir igual en todos
los SRI y, por tanto, se pueda tomar como punto de partida para el estudio de cualquier mo-
vimiento.

La cuestion ahora es: ¢Existe alguna forma similar a la descrita en el parrafo anterior, para
transitar de la cinematica relativista a la dinamica relativista? ¢Cual seria, en ese caso, la
ley fundamental correspondiente?

Las dos actividades siguientes nos permitiran contestar estas preguntas

1. Multiplicad el cuadrivector desplazamiento espacio-tiempo

As = (c At, Ar) = (c'At, Ax, Ay, Az)
por la cantidad m-c/Aty, (Mm: masa de la particula, c: velocidad de la luz, Aty: intervalo de
tiempo propio). A continuacion ved las dimensiones del cuadrivector obtenido e inter-

pretad su significado fisico y el de cada una de sus componentes.

Si multiplicamos el vector desplazamiento espacio-tiempo?, As, por la cantidad m-c/Ato, como
pide el enunciado, se obtiene:

(M-c/Ato)-As = (M- At/Aty, m-c-Ar/Ato)
Como la velocidad de la particula es v = Ar/At y At/Aty =y (ley de dilatacion del tiempo),
queda:
(m-c/Atg)-As = (m-y-c%, m-y-v-C)

Al realizar el analisis dimensional de la magnitud obtenida, se obtiene: M-L%/T?, es decir, di-
mensiones de energia.

Con respecto al significado fisico de cada componente y de la magnitud global, vemos que:

! En este tema usaremos indistintamente letra negrilla o una flecha para indicar vectores
2 Este vector tiene cuatro componentes (las tres coordenadas cartesianas x, y, z y el tiempo) por lo que se le de-
nomina cuadrivector espacio-tiempo.



La primera componente, m-y-c®, €s una magnitud escalar que, como acabamos de ver, tiene
dimensiones de energia. De hecho, es la definicion de la energia total de una particula:

E= m-y-c2

En la expresion anterior aparece el factor y, lo que implica que la energia total de una particu-
la no es un invariante (dado que dependera de la velocidad con que dicha particula se mueve
respecto de un SRI dado). No obstante, en el caso de que se adopte como SRI uno ligado a la
propia particula (con lo que v=0yy =1), la expresion se transforma en:

2 I 66 Y] 7 7 . :
Eo = m-C” enla que Eo representa la energia “propia” de la particula, la cual si es invariante.

En la segunda componente, m-y-V-C, vemos que m-y-V €s una magnitud vectorial y es la defi-
nicion del impulso (o cantidad de movimiento) P (minuscula) de una particula:

p=myvV

Este impulso seria igual al de la mecéanica de Newton (p = m-v) cuando y=1, es decir, en el
limite newtoniano.

Por todo ello, a este vector dinamico se le [lama: vector impulso-energia y se representa con
la letra P (mayuscula):

P = (E, pc)

Podemos representar comparativamente el vector desplazamiento espacio-tiempo en su dia-
grama de ejes (c-t, X) (considerando s6lo una dimension espacial) y el vector dinamico im-
pulso-energia en el suyo (E , px-C), en cuyo caso se obtienen unos diagramas como los si-
guientes:

Tiempo Energia

Ol [pussssmusmesnpzsaag

Cuadrivector
impulso-energia

Cuadrivector
espacio-tiempo

¢ Componente x
del impulso lineal

O X Posicion

Como ambos cuadrivectores son proporcionales, tienen los dos las siguientes propiedades:

v" La inclinacion de ambos es la misma



v El valor de la inclinacion ha de respetar que no pueda alcanzarse la velocidad de la
luz, lo que supone (como ya vimos en los problemas de cinemaética), que el &ngulo que
forme el vector con el eje de ordenadas, no iguale ni supere los 45° (valor absoluto).

v" Su modulo al cuadrado se calcula restando al cuadrado de la componente escalar el
cuadrado del modulo de la componente vectorial. Dicho mddulo es invariante (vale lo
mismo en todos los SRI).

2. Partiendo de la invariancia del mddulo del cuadrivector dindmico impulso-energia,
obtened una ecuacion fundamental en la que se relacionen la masa, el impulso y la ener-
gia. A continuacion, comparando el vector cinematico desplazamiento espacio-tiempo
con el vector dindmico impulso-energia, obtened otra expresion en la que se relacione a
la velocidad con las magnitudes dindmicas.

El cuadrado del médulo del cuadrivector dindmico impulso-energia P = (E, p-c) es:
PF=E'~(pc) — P*=E’~(p0)" (1)

Al ser invariante P? se puede adoptar cualquier sistema de referencia para calcularlo. Por
ejemplo, en el sistema de referencia propio de la particula (en cuyo caso y=1y p = 0) con lo
que resulta:

P?=(m-¢?’ ()
Igualando (1) y (2), se obtiene:

E2_ (p-c)?=(m-c?)’ — E? = p’c® + m%*

La ecuacion obtenida corresponde a la ley fundamental de la dinamica en Relatividad Espe-
cial, que relaciona la energia, la masa y el impulso de una particula. Esta ley se utiliza en Re-
latividad para estudiar dindmicamente entidades individuales (una particula, un pulso de luz)
y, generalizdndola adecuadamente, para estudiar también sistemas méas complejos.

Para relacionar la velocidad con las magnitudes dinamicas, partiremos de la representacion de
los dos vectores en sus correspondientes diagramas que utilizamos en el problema anterior:

Tiempo Energia

G [Pt E

Cuadrivector
impulso-energia

Cuadrivector
espacio-tiempo

O

x'C Componente x
del impulso lineal

Posicion 0)

Como los dos cuadrivectores son proporcionales, tienen la misma inclinacion y podemos es-
tablecer directamente la siguiente relacion entre sus respectivas componentes:



Ax Dy C

c- At E

Teniendo en cuenta que la componente x velocidad de la particula es: vy = Ax/At, la expresion
anterior se puede expresar como:

Y considerando las tres componentes de los vectores v y p:

_pP-C
V=t

3. Aplicad la ecuacion fundamental de la dinamica relativista a una particula en el SRI
propio de ella e interpretad el resultado obtenido.

En el SRI propio de la particula ocurre que p = 0. Sustituyendo este valor en la ecuacion
fundamental se obtiene:

E?=p%®+m’c* — Eo=mc?

Como c es una constante universal, esta expresion pone en evidencia una equivalencia entre la
masa y la energia propia de la particula, segln la cual esta propiedad fisica se puede expresar
en unidades de masa, como, por ejemplo, kg o, alternativamente, en unidades de energia,
como, por ejemplo, J.

La expresion anterior muestra un hecho de una gran importancia:
Un aumento (o una disminucién) de la energia propia de un objeto, necesariamente ha de ir

acompafiado de un aumento (o disminucién) de su masa, sea cual sea dicho objeto (desde una
particula elemental hasta un astro). Esto se puede expresar mediante:

AEy= Am-c?

Conviene tener en cuenta que el hecho de que la masa de un sistema® necesariamente aumente
(o disminuya) cuando aumente (o disminuya) su energia propia, no cuestiona para nada el que
la masa sea invariante, ya que el valor de esa nueva masa, también serd el mismo sea cual sea
el SRI en el que se encuentre.

En resumen: la masa de un sistema cambia cuando cambia la energia propia de dicho sistema
pero no cambia cuando se pasa de un SRI a otro. Es posible, por tanto, modificar la masa de
un sistema sin agregarle ni restarle constituyentes, a base de aportarle o restarle energia. Por
ejemplo, para modificar la masa de un muelle podemos estirarlo o contraerlo, para modificar
la de un gas podemos calentarlo o enfriarlo, etc.

Este contenido energético de la materia pas6 desapercibido para la mecanica de Newton ya
que en cualquier proceso ordinario destinado a obtener energia util, debido al elevadisimo

¥ No confundir “sistema” (término utilizado para designar una particula, un conjunto de particulas o cualquier
cuerpo u objeto en general) con “sistema de referencia”.
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valor de c? el cambio de masa asociado (dado por Am=AEy/c’) era absolutamente
indetectable. A continuacién se propone un pequefio ejercicio en donde esto queda patente:

4. Un resorte de constante elastica K = 350 N/m se comprime por medio de una fuerza
exterior hasta que su longitud disminuye en 20 cm. Calculad el cambio de masa asociado
a esta transformacion.

Inicialmente el resorte tiene una masa m y por tanto una energfa propia Eq = mc?

A causa del trabajo exterior, su energia propia aumenta en:

Ek-(Ax)2 _L350.027 -7
2 2

Este aumento de energia, supone un aumento de masa, el valor del cual sera:

am=2Eo___ T _g7g.907 kg

c*  (3-10%f

(Es decir, un aumento menor que la diezmilésima parte de una billonésima de 1 kg. Algo,
real, pero absolutamente indetectable).

En contrapartida, el altisimo valor de c?, también permitia pensar en la posibilidad de obtener
ingentes cantidades de energia asociadas a la disminucion de masa.

5. Calculad la energia equivalente a un gramo de materia. Comparadla con la energia
que se puede obtener en la combustion de 1g de butano (masa molar del butano = 58
g/mol, poder calorifico = 700 kcal/mol).

La energia propia correspondiente a un gramo de materia es:
Eo = m-c? = 0'001- (3-10%)*=3.10™J

Para calcular la energia térmica que se desprende en la combustion de 1g de butano bastara
multiplicar el nimero de moles de butano correspondiente por el poder calorifico que se nos
da en el enunciado:

n= m_ 1 moles — E = 1 moles - 700 @ = 12’07 kcal =50452°6 J

M 58 58 mol

La relacion entre ambas cantidades es:

ErEy = 204526 - 1680 107 L o0
3-10" 594610

Es decir, que la energia térmica que se desprende al quemar un gramo de butano es casi 6000
millones de veces menor que la energia propia de ese mismo gramo de butano. Por lo tanto,
un proceso ordinario de combustion sélo aprovecha una parte insignificante de la masa (o
energia equivalente) de ese gramo de butano.
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Cuando se desarrollé la teoria de la relatividad y se conocid la ley de equivalencia entre masa
y energia, se sugirio rapidamente la idea de que mediante procesos adecuados se podrian
obtener cantidades de energia mucho mayores. Esta expectativa, se confirmd poco tiempo
después cuando se desarrollaron otras areas de conocimiento de la fisica (concretamente la
fisica nuclear y la fisica de particulas), que estudiaron mecanismos para obtener energia,
especialmente reacciones nucleares de fision y fusion.

6. Considerando que la masa del ntcleo de deuterio ?H es de 2°01355 u y la del n(cleo de
helio “He es de 4°00150 u. Se pide:

a) Calculad la energia que se obtiene en la fusion de 1g de deuterio para producir helio
mediante la reaccion: 23H — 3He y comparadla con la energia propia de ese mismo
gramo de deuterio.

b) Calculad la masa total de deuterio que seria necesaria diariamente en una hipotética
central de fusién, para que generara una energia de 3°8-10"J diarios.

a) En cada reaccion tenemos que:

La masa de los dos nucleos de deuterio iniciales es: 2-2°01355= 4’0271 u

La masa del nicleo de helio obtenido es: 4’00150 u

La cantidad de masa-energia que se desprende es: 4’0271- 4’00150 = 0’0256 u

Por tanto, la relacién entre la masa-energia “desprendida” y la masa-energia inicial de deuterio
en esta reaccion nuclear de fusion es:

masa desprendida
masa inicial

= 0°0256/4°0271 = 6°357-10°

Esto es aproximadamente un 0’64 % de la masa-energia inicial de deuterio.

Siguiendo con esta misma proporcion, en la fusion nuclear de 1g de deuterio se desprende una
masa de 6°357-10° g = 6°357-10°° kg, lo que equivale a una de energia de:

E obtenida = M gesprendida” € = 6°357-10° - (3-10%)* = 5’72-10™)

Conviene darse cuenta de la enorme cantidad de energia que se obtiene tan solo a partir de un
gramo de deuterio: mas de medio billon de julios.

b) Para generar 3°8-10%J diarios, la hipotética central nuclear necesitarfa consumir tan solo:
3°8-10"%/0°572-10" = 66°4 g de deuterio

En este ejercicio hablamos de una hipotética central nuclear porque la utilizacion segura y
eficiente de estas reacciones de fusion, es todavia una cuestion pendiente. La principal dificultad
proviene del hecho de que para que se produzcan estas reacciones es preciso que los ndcleos
estén a una enorme temperatura (por esto estas reacciones se llaman termonucleares) y, en estas
condiciones, es muy dificil mantener a los nucleos controlados en un espacio limitado.

Como se sabe, la fusion nuclear es el mecanismo principal de generacion de energia de las
estrellas. En su interior las temperaturas son cercanas a 15 millones de Kelvin, pero los nicleos
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se mantienen ahi porque dada la gran masa que acumula cada estrella, durante mucho tiempo de
su proceso evolutivo existe un equilibrio hidrostatico entre la fuerza de gravedad que actla
atrayendo el gas estelar hacia el centro y comprimiéndolo, y la presion estelar que esos ndcleos
ejercen hacia fuera intentando expandir el sistema.

El proceso inverso a la fusion nuclear es la fision, que si se ha podido utilizar desde hace ya
varias decadas para la produccion mundial de energia. La fision de nicleos pesados es un
proceso en el que se liberan cantidades sustanciales de energia, que se emite, tanto en forma de
radiacion gamma como de energia cinética de los fragmentos de la fision, calentando la materia
que se encuentre alrededor.

7. En cada reaccion de fision de U-235 se liberan aproximadamente 200 MeV. Se pide:

a) Calculad el porcentaje que representa esta energia con respecto a la masa-energia
disponible. (Equivalente energético de la unidad de masa atomica, u, 931’5 MeV).

b) Calculad la energia total que se obtiene en una central nuclear como resultado de la
fision de 1 g de U-235 suponiendo que todos los nicleos se fisionan. (Na = 6°02-10%
particulas/mol)

Rdo. a) 0°0914 %  b) 5°12:10** MeV

8. Aplicad las leyes fundamentales de la dindmica relativista al caso de un foton

Podemos empezar aplicando la ley que relaciona la velocidad con las propiedades dinamicas:
p-c
v=——-C
E

Como el fotdn tiene la velocidad ¢, en médulo, sustituyendo v = ¢, en la ecuacion anterior, se
obtiene la siguiente relacidn entre su impulso y su energia:

Efoton = p-C
Si sustituimos esta relacion en la ley fundamental de la dindmica:
(m-¢®)* = E* - (p-c)’

obtenemos:
Mioton = 0

Es decir, como ya sabiamos, el foton no tiene masa, pero si tiene energia e impulso. Asi, la
relatividad muestra que el hecho de que la luz no tenga masa, no impide que tenga impulso o
cantidad de movimiento (dado por p = E/c), de tal forma que cuando interacciona con la mate-
ria, la luz, ademas de poder ser absorbida o emitida por ella, también la empuja.

Este hecho ya era conocido con anterioridad al establecimiento de la relatividad especial vy,
curiosamente, también es una consecuencia de la teoria electromagnética de Maxwell, que se
contrastd experimentalmente al estudiar un fenémeno conocido como “presion de la radia-
cion”: cuando la luz incide, por ejemplo sobre una lamina metalica le ejerce presion; si esa
lamina es muy fina y se dispone de modo que pueda girar, la luz que incide sobre ella le pro-
voca un giro y se puede deducir, del angulo de torsion, el valor del impulso lineal del haz lu-
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minico. El primer experimento cuantitativo sobre este fendmeno lo realizé Lebedev en el afio
1901, pero fue algo mas tarde cuando Gerlach y Golsen en 1923 obtuvieron las primeras me-
didas correctas de la presion de la luz.

Como se puede imaginar, la magnitud de la presion que puede ejercer la luz es casi

insignificante, tal y como se muestra en el siguiente ejercicio:

9. Calculad la presion que ejerce la luz emitida por una bombilla de 500 W a una
distancia de 1 m. Comparadla con la presion que ejerce un libro de bolsillo de 200 g
apoyado encima de una mesa con una superficie de 200 cm?.

La presion del libro de bolsillo apoyado en la mesa es:

. F_mg_02:98_ o0 N
S S 0'02 m

El impulso de la luz que emite la bombilla es:

= De donde: = - =167-10° N
C At C 3-10

o E_PotaAt p _Pot_ 500
C

Esta luz se propaga en todas las direcciones y a 1m de distancia forma un haz esférico, es
decir, se reparte en una superficie de:

S=471R?’=4nrm’ (R=1m)

p
T L} _6
Por tanto, ejerce una presion: B, = % = %: 1°33-107 N/m?
T

Asi pues, la presion ejercida por el libro es, redondeando, casi 800 millones de veces mayor
que la presion de la radiacion de la bombilla (98/1°33-107 = 7°4-10° = 740-10°).

Cabe concebir no obstante situaciones en las que la presion de la luz, aunque sea muy peque-
fia, pueda tener efectos macroscépicos observables. Un ejemplo de ello son las “velas estela-
res” que imagind por primera vez el astronomo ruso Friedrich Tsander en 1924 y también
formaron parte de relatos de ciencia ficcion, como uno de Arthur C. Clarke, Ilamado “El vien-
to del Sol” (1962). Un velero estelar deberia ser muy fino y ligero, tener una superficie muy
brillante que refleje los fotones para impulsarla, aprovechando la energia de la luz emitida por
el Sol o por otras estrellas. Aunque reciba un empuje muy pequefio, éste le podria permitir
alcanzar grandes velocidades, dada la ausencia de rozamiento en el espacio.

La primera propuesta en firme para crear una nave propulsada por velas solares fue promovi-
da a finales de los afios 1970 por el cientifico Louis Friedman, de la NASA. Se pretendia en-
viar una sonda al encuentro del cometa Halley, pero después de un afio de estudios se consi-
deré que la tecnologia no estaria disponible a tiempo y el programa fue finalmente cancelado.
Hasta la fecha (2018), no se ha conseguido lanzar con éxito ninguna nave con velas solares
como sistema de propulsion primario, salvo la sonda japonesa IKAROS, lanzada hacia Venus
en mayo de 2010 y parcialmente impulsada por una vela de 20 m de lado, y el satélite Nano-
Sail-D puesto en érbita por la NASA, que en enero de 2011 desplegé una vela de 10 m* y
estuvo orbitando la Tierra durante mas de 240 dias (para mayor informacion se puede consul-
tar: https://ciencia.nasa.gov/ciencias-especiales/24jan_solarsail).
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10. Supongamos un haz de particulas que se mueve conjuntamente (respecto de un de-
terminado SRI) a una velocidad proxima a la de la luz. Se pide:

a) Energia cinética de una de dichas particulas

b) Comparad la expresion obtenida con la correspondiente de la mecanica de Newton,
considerando para ello distintos valores crecientes de la velocidad (0°1¢, 0°2¢, 0°3c...)

c¢) Utilizad la expresion obtenida para calcular la energia total, la energia cinética y la
cantidad de movimiento de un electron (energia en reposo 0°511 MeV) que se mueve a
velocidad v = 0’8c

Planteamiento e hipoétesis

La energia cinética de un haz de particulas no es una propiedad de ellas, sino que depende del
SRI con respecto al cual se determina. En el sistema de referencia propio del haz, las particu-
las estan en reposo y la energia cinética del haz es cero. En cualquier otro SRI, las particulas
tienen velocidad y la energia cinética es mayor cuanto mayor sea esa velocidad relativa con
respecto al SRI adoptado (existiendo como sabemos un limite inalcanzable, dado por la velo-
cidad de la luz c).

En consecuencia, es Idgico plantear que la energia cinética de cada particula del haz dependa
de su masa, m, de su velocidad con respecto al sistema de referencia adoptado, v, y del limite
superior de velocidades, c. Lo cual se puede expresar como: E. =f (m, v, c).

Cabe esperar que, a igualdad de los restantes factores:

v Cuanto mayor sea la masa, m, de la particula, mayor sera su E. y viceversa. Si la masa
tendiera hacia infinito, también deberia hacerlo la E. (siempre que las particulas no es-
tén en reposo). Si la masa tendiera a cero, la energia cinética también deberia hacerlo,
pero si fuera exactamente m=0, serian particulas de luz (fotones) y, en ese caso, su
energia tendré que ser, independientemente del SRI considerado, E = p-c

v Cuanto mayor sea la velocidad, v, de la particula mayor ha de ser su E. y viceversa. En
el caso extremo en que v — 0, la E. también deberia hacerlo. Ademas, en este caso es-
tariamos en el limite clasico, donde tiene que ser aplicable la mecéanica de Newton y

por tanto, la E; debe tender a ser E_ = %m -v?. En el caso extremo opuesto (v = ¢) las

particulas serian otra vez fotones por lo que su energia vendria dada por: E = p-c.

v Finalmente, si el limite superior de velocidades pudiera aumentar, la energia cinética
deberia disminuir, ya que aqui lo que cuenta es el cociente v/c. Cuanto mayor sea este
cociente (como v ha de ser inferior o, en el caso de la luz, igual a ¢, su valor méximo

es 1) mayor serd la energia cinética y cuanto menor sea (0, cuanto mayor fuera c), me-
nor ha de ser la energia cinética. En caso extremo en que c—o0, deberia ser otra vez

. L. . 1
aplicable la mecanica de Newton, con lo que, en ese caso, tendriamos: E_ = Em v?

Resolucién
En el sistema de referencia propio de cada particula su energia es:

Eo:rn'C2
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En cualquier otro SRI, con respecto al cual la particula tendra una cierta velocidad, v, su energia
vendré dada por:
_ 2
E=m-"y-c

Siendo el factor gamma:
1

"= J1—v2/c?

Por tanto, la energia cinética de la particula sera la diferencia entre las dos anteriores:

1
Ec=E—Ey=m-y-c®-m-c=m-c?(y-1) —» E.= mc. | —= 1
1-v2/c2

Comprobad que se cumplen las hipotesis y los casos limite

Conviene detenerse, en primer lugar en el concepto de que si la masa es nula (m=0) hemos de
imponer que la velocidad sea la de la luz (v=c), ya que en ese caso la particula sera un foton.
Entonces se obtiene E. = 0-o0 (indeterminacion). Esto es coherente con el hecho de que el foton
tiene una energia E = p-c que no depende del SRI adoptado.

En cuanto a la influencia v y c, el resultado confirma que lo que influye es el cociente v/c y que
cuanto mayor sea este cociente (es decir, cuando v — ¢, pero sin llegar a ser v = ¢), mayor es el
valor de E.. En el caso extremo opuesto, es decir, cuando v— 0, para calcular la E; hay que
hacer:

Ec =Ilim
(

%)*0 v1-Vv23[c?

El calculo anterior resulta mas sencillo aplicando el desarrollo del binomio al término:

1
2\ 2
;:(1_%
v2 c

-

Para hacerlo hay que recordar que:

(1+x)" = 1 + nx + términos de base x con exponentes progresivamente superiores (x°, X°, etc.)
2
v - A
Como en este caso x =——- Yy estamos planteando el limite cuando v/c—0, los términos de
c
potencias superiores a 1 son despreciables frente al término de exponente unidad y podemos
escribir:

1
v2) 2 1) v? 1( v?
YR [N ) P ! D
[ czj ( 2) c? 2£c2j

Y sustituyendo esta Gltima expresion en la E. se obtiene:
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Ec = lim mec? | ——1  _1|=m.c? 1+£V—2—1 L
(%J*O V1-v?/Ic? 2 ¢ 2

Como era de esperar, se obtiene la expresion correspondiente a la E¢ en el marco de la mecénica
de Newton.

En el caso opuesto, es decir, al ir aumentando el cociente v/c aumenta también la discrepancia
entre el valor de la E. correcta (relativista) y el que prevé la mecéanica de Newton. Para ver en
qué grado lo hace vamos ahora a responder a la segunda cuestion del enunciado, la cual
replantearemos de la siguiente forma:

Calculad la relacion entre energia cinética relativista de una particula y su energia cinética
segun la mecanica de Newton para velocidades crecientes de la particula: 0°1c, 0°2c, 03¢, ...

La relacion buscada es:

E,. _m-(y=Dc* 2 (y—1c?

E. (Newton) % ‘m - 2 v?

Al aplicar esta expresion a las sucesivas velocidades se obtiene:

Y EC
EC(NEWTOH)
0’Ic 1°01
02c 1’03
0’3c 1’07
0’4c 1’14
0°5c 1’24
0’6¢ 1,39
0’7c 1’63
0°8¢ 2°08
0°9c 3°20
0°99c 12°42

La tabla anterior muestra la influencia de la velocidad en la discrepancia entre el resultado
correcto que proporciona la Teoria de la relatividad y el que proporcionaria la mecénica de
Newton. Dicha discrepancia, apenas es apreciable hasta que se alcanzan velocidades
comparables a la velocidad de la luz, pero llegados a ese punto aumenta de forma notable (ya
que el factor gama tiene una dependencia exponencial con el cociente v/c).

Para terminar, responderemos a ultima cuestion que plantea el enunciado de este problema.

Calculad la energia total, la energia cinética y el momento lineal (impulso) de un electrén
(energia en reposo 0’511 MeV) que se mueve con una velocidad v = 0 8c.
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Como E = myc? = y-Ey determinamos y:

1 1 1

')/: =
J1—v2/cz ~J1-082 06

Sustituyendo:
E =Ey/0°6=0’511/0’6 =0’852 MeV

La energia cinética serd: Ec=E—Eo= 0’852 -0°511=0’341 MeV

La masa: m= E—f = 0 5211 =0511 M<32V
C C c
Y la cantidad de movimiento: p=m-y-v= 05211-%-0'& =068 Mev
C c

11. Imaginemos una nave de 5000 kg de masa moviéndose en el espacio tan lejos de
cualquier astro que podemos ignorar la energia potencial gravitatoria y que queremos
gue acelere desde v; = 43200 km/h hasta v, = 0°9¢. ;Cuanta energia haria falta para ello?

En el ejercicio se plantea la situacion de una hipotética nave espacial la cual ha de acelerar
hasta alcanzar una velocidad muy cercana a la de la luz. Entre los numerosos problemas que
se presentarian, podemos destacar dos: EIl tiempo necesario para alcanzar esa velocidad de
crucero sin someter a los tripulantes a una aceleracion que no puedan soportar y la cantidad
de energia que haria falta para ello. Aqui nos limitaremos a resolver el segundo.

Para calcular la energia que se pide en el enunciado, bastara restar a la energia cinética final,
la energia cinética inicial:

AE = Ecy— Ecy = mc? (Y1) — mc? (7,-1) — AE =mc? (Y.~ V1)

1 1

Y2 = \/1_(\/:}2 "o = 2294
e L 1 »
1 \/1_m2 Vi-(4-10%)

Sustituyendo: AE =5000-9-10%. (2°294 - 1) = 5°823-10% ]

Dicha energia es, por ejemplo, unos 8’5 millones de veces mayor que la liberada en la bomba
atdmica que arras6 Hiroshima. Para obtenerla quemando carbon, harian falta mas de 17000
millones de toneladas y si optase por una reaccién nuclear fisionando *°U, seria necesaria la
fision completa de algo mas de 7000 toneladas de este isétopo del uranio.

Una breve reflexion sobre los valores anteriores basta para darse cuenta de lo lejos que esta-
mos de poder viajar a velocidades cercanas a la luz.
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12. En un acelerador lineal se quiere conseguir que un haz de particulas cargadas adquiera
una velocidad elevada. ¢ Qué diferencia de potencial eléctrico hay que aplicar?

Planteamiento

Los aceleradores lineales consiguen haces de particulas de alta velocidad que son muy Utiles para
investigar la estructura subatomica de la materia. En su version mas simplificada estan
conformados por un tubo largo, en el que se hace el vacio para que las particulas cargadas se
puedan desplazar sin encontrar ningun obstaculo. Dentro de dicho tubo se aplica un campo
eléctrico, E, que se produce entre dos o més placas cargadas y que ejerce sobre cada particula
con carga “g” una fuerza eléctrica F, (dada por F, = g - E ), mientras esta avanza por el tubo, tal y
como se muestra en la figura siguiente (en la que las lineas punteadas representan las lineas de
fuerza del campo eléctrico dentro del tubo y hemos supuesto una particula con carga positiva).

¥ 2 =
____________________________ D et ittt
"""""""""""""""" >‘""‘":"'"""""""_""""

e e S i - 2 >—----—-a®L> ————— Va
____________________________ >__________________________________
____________________________ D e Tt

Si se considera despreciable el peso de la particula, el trabajo realizado por la fuerza resultante
que actla sobre la misma vendra dado por:

Wioh =Woampon = AE, = Ep, —Epy = AE, —q- (V, —V) = AE,

res A campo p

Sabemos que las cargas positivas siempre se mueven espontaneamente hacia potenciales
decrecientes (como ocurre en la figura anterior), mientras que con las cargas negativas ocurre
justo lo contrario. Ello equivale a afirmar que en este tipo de transformaciones (espontaneas) la
diferencia Va —Vg siempre tendra el mismo signo que g (positivo si g es positiva y negativo si g
es negativa), con lo que el producto g-(Va-Vg) siempre sera positivo, o que permite en la
expresion anterior, por comodidad, expresar g en valor absoluto y el valor absoluto de (Va — Vg)
como AV, con lo que, si designamos como W el trabajo realizado por la fuerza resultante,
podemaos escribir que:
W =q-AV = AE,

El acelerador suministra una energia eléctrica sobre cada una de las particulas cargadas dada por
W =g-AV, siendo AV la diferencia de potencial eléctrico entre los extremos del acelerador y q
la carga de la particula (ambas en valor absoluto). Dicha energia se convierte en energia cinética
de la particula y la suma de todas ellas en energia cinética del haz de particulas considerado.

Hipdtesis

La magnitud que queremos obtener es la diferencia de potencial eléctrico, AV, que habra que
aplicar para que una determinada particula cargada adquiera una cierta velocidad. Suponiendo
que dicha particula esté inicialmente en reposo, es l6gico plantear que AV dependa del médulo
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de la velocidad, v, que se quiere que alcance; de la carga, g, de la particula; de su masa, m, v,
teniendo en cuenta que existe un limite superior de velocidades, del valor de éste, es decir, de la
velocidad de la luz, c. Todo ello se puede expresar como: AV =f (v, q, m, €).

Podemos tratar de precisar un poco mas y suponer que:

v/ Cuanto mayor sea la masa, m, de la particula, mayor ha de ser también la diferencia de
potencial que se le aplique, AV. Mayor masa significa mayor inercia y, por tanto, que sea
necesario aportar a la particula una energia mayor para cambiar su velocidad, desde el
reposo. En el caso extremo en que m — oo, entonces también AV — oo. En el caso
extremo opuesto (m— 0) la diferencia de potencial necesaria también tenderia a ser nula.

v/ Cuanto mayor sea la carga, q, de la particula, menor podra ser la diferencia de potencial,
AV necesaria. Como la energia suministrada es: W = q-AV, dicha energia es mayor de
por si, si la carga, g, aumenta. Por tanto, en el caso extremo en que g—oo, entonces
AV—0. En el caso extremo opuesto, q—0, tendriamos AV —o0, debiendo precisar que si
fuera exactamente =0, la particula seria neutra y no seria sensible al campo eléctrico, es
decir, no se podria acelerar con este dispositivo.

v Cuanto mayor sea la velocidad, v, que se quiera que adquiera la particula, mayor ha de
ser la diferencia de potencial, AV, que se aplique. En el caso extremo en que V — ¢, dicha
diferencia de potencial deberia ser cada vez mas elevada (AV—). En el caso opuesto,
es decir, si v—0, no seria necesario aplicar diferencia de potencial alguna (AV—0).

Conviene relacionar estas hipotesis acerca de la influencia de la velocidad, v, del haz, con la
influencia que también tendria un valor diferente de la velocidad de la luz, c. En efecto, en un
hipotético universo donde c¢ pudiera ser mayor, aumentaria la diferencia entre v y ¢, lo que
supone aproximarnos a la situacion que concibe la mecanica de Newton, segun la cual no
existiria un limite superior de velocidades. Aqui lo relevante es el valor del cociente v/c, de tal
forma que si v/c — 0 (o, lo que es equivalente, si c—o), el resultado del problema deberia ser el
que proporciona la mecanica newtoniana, donde la energia cinética, como sabemos, viene dada
por: % m V. En este (ltimo caso, si igualamos dicha energfa a la energia eléctrica aportada, se
obtiene:
Lmvi=qAV — AV = mV?/2q

Resolucion

Como hemos considerado que las particulas parten del reposo, la energia que tiene cada una de
ellas antes de que se les aplique el potencial eléctrico es:

Eo= m'C2

Esta energia se va incrementando a medida que avanzan acelerando por el tubo y al final de él,
cuando alcanzan una determinada velocidad, v, es:

E= m-y-c2
Siendo el factor gamma:
1

re J1—v?%/c?

Por tanto, la energia cinética que adquieren las particulas, correspondera exactamente a la
diferencia entre las dos energias anteriores. Esto es:
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1
Ec=E-Ep=myc’-mc*=mc’ (y-1) =m - c? [ 12/ 1]

Para obtener la diferencia de potencial eléctrico solo falta igualar la energia suministrada por el
acelerador (q-AV) a esta dicha energia cinética y luego despejar, AV:

q-AV=m-cZI —1]—>AV=(m/q)-c2

1 1

Analisis del resultado

Es muy sencillo comprobar que se cumplen las hip6tesis y los casos limite que hemos planteado
relativos a la influencia por separado de la carga, g, y de la masa, m, de la particula. Conviene
tener en cuenta que si la masa fuese nula (m = 0), deberiamos imponer la condicion que la carga
también lo fuese (g = 0). En este caso la particula seria un foton y el resultado obtenido una
indeterminacién, lo cual es coherente con el hecho de que un fotdn viajaria, en su caso, a la
velocidad de la luz con independencia de cual fuese la diferencia de potencial aplicada.

En cuanto a la influencia de las velocidades, v y c, el resultado confirma que lo que influye es el
cociente v/c y que cuanto menor sea dicho cociente (es decir, cuando v — ¢, pero sin llegar a ser

v = ¢) mayor ha de ser la diferencia de potencial AV. En el caso extremo opuesto, es decir,
cuando v — 0, para calcular AV hay que hacer:

m 1

AV =lim ox [EJ'CZ (W_ J (1)

Al igual que hicimos en el problema 5, el calculo anterior resulta méas sencillo si aplicamos el
desarrollo del binomio al término:

Y, teniendo en cuenta que estamos planteando el limite cuando v/c—>0, obtenemos:
LA =1+ %V (2)

Para terminar este analisis, solo falta sustituir (2) en (1), con lo que se obtiene:
. m 1 v? 1 m
RN . 3 A . A OO .
(4]0 | g V1-v¥c? q 2 ¢ 2 q
Tal y como se esperaba se obtiene el mismo resultado que prevé la mecénica de Newton.
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Ampliacién

En realidad, los aceleradores de altas energias son maés sofisticados que el modelo totalmente
simplificado que hemos planteado aqui. De hecho, se pueden esquematizar mejor mediante el
dibujo adjunto, en el que, en lugar de por un solo tubo, el haz de particulas cargadas, va pasando
sucesivamente por el interior de varios tubos metalicos de longitud creciente, A, B, C, D, E,..,
que estan conectados a una tension alterna.

O

D | E

i TR Te— L

Para entender como funciona este sistema mas complejo podemos suponer que se quiere acelerar
un haz de particulas de carga positiva. Entonces, cuando se emite el haz, el primer tubo A tiene
carga negativa y lo atrae produciéndole una aceleracion antes de que el haz penetre en el tubo.
Cuando el haz viaja por el interior del tubo, lo hace pasando justo por su eje, ya que el tubo lo
atrae con la misma fuerza eléctrica en todas las direcciones y, por tanto, no modifica su
trayectoria. Justamente cuando el haz llega al punto medio del tubo A cambia el sentido de la
corriente que alimenta todos los tubos lo que provoca que el tubo A, que tenia carga negativa,
tenga carga positiva, el tubo B pase a tener carga negativa, el C positiva, etc. De esta manera,
cuando el haz sale del tubo A, es repelido por €l y es atraido por el tubo B, lo que implica que el
haz es acelerado en su trayecto de A hacia B. EI mismo proceso se repite en cada etapa, es decir,
cuando el haz llega a la mitad del tubo B, vuelve a cambiar de sentido de la corriente. B pasa a
tener carga positiva, y Ay C vuelven a tener carga negativa. Asi cuando el haz sale del tubo B,
es repelido por €l y atraido por C, con lo que vuelve a ser acelerado al pasar de B a C. Y asi
sucesivamente. Cada nuevo tubo tiene una longitud mayor que el anterior, porque la carga de los
tubos cambia de signo a intervalos de tiempo iguales (determinados por la frecuencia de la
corriente alterna que los carga) y en cada nueva etapa el haz viaja a mayor velocidad.

Teniendo en cuenta este modelo, para resolver un problema real, deberiamos ir considerando
sucesivamente el transito de las particulas cargadas por el interior de cada uno de los tubos v,
entre otras consideraciones, habria que tener en cuenta, cuando menos, que el haz ya penetra en
cada tubo con una velocidad inicial no nula.

Diremos para terminar que el acelerador lineal méas largo del mundo es el colisionador Stanford
Linear Accelerator (SLAC), ubicado al sur de San Francisco. Acelera electrones y positrones a lo
largo de algo méas de 3 km vy los dirige hacia varios blancos, anillos y detectores ubicados en su
finalizacion. Se construyé originalmente en 1962, y se ha ido ampliando y mejorando para seguir
siendo uno de los centros de investigacion de Fisica de particulas mas avanzados del mundo. Los
experimentos realizados en el centro han ganado el premio Nobel en nueve ocasiones.
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13. En un sincrotron se aceleran electrones para la produccion de haces intensos de rayos
X que se emplean en experimentos de Biologia, Fisica, etc. En el sincrotrén ALBA (sito en
Barcelona) se aceleran los electrones hasta una velocidad tal que su energia es 6000 veces el
valor de su energia propia. Calculad la velocidad que alcanzan los electrones y su energia
(Datos: ¢ = 3-10° m/s, masa del electrén m = 9°1-10~*" kg).

Sabemos que la energia (total) de uno de esos electrones vendra dada por:
E=m-vy- c?

Teniendo en cuenta que, como se indica en el enunciado E = 6000-E, = 6000-mc?, la expresion
anterior queda como:

6000-m-c> =m -y - ¢* — y=6000

Conociendo el factor y podemos calcular la velocidad v buscada (contenida en la propia expre-
sion de dicho factor):

Y operando, se obtiene finalmente: v =07999999986-c

Como vemos, los electrones alcanzan una velocidad muy elevada.

Con esta velocidad, la energia de cada electron es:

E=m-y-c®=9110%.6000 - (3-10%* = 4°9-10™° J

Podemos apreciar el orden de magnitud de esta energia comparandola, por ejemplo, con la ener-
gia que adquirir un electron cuando se acelera entre dos placas cargadas, entre las que hay una
diferencia de potencial eléctrico de 1V (es decir, con 1 eV).

Como W =q-AV tenemos que 1 eV = 1’6:10°C 1v=1610"J

Se puede comprobar que la obtenida en el sincrotron ALBA es del orden de 3000 millones de
veces mayor gque cuando se acelera con las dos placas mencionadas.

Por tanto la energia de los electrones en el ciclotron Alba es:

491071

E = — 3062500000eV
1.6-10-19]/eV ¢

Es decir, aproximadamente 3GeV.

Ampliacion: ALBA consta de un acelerador de particulas lineal y un sincrotrén. En ellos se ace-
leran los electrones hasta velocidades proximas a la de la luz, alcanzando una energia de hasta 3
GeV. Los electrones se inyectan en un anillo de almacenamiento de 270 metros de perimetro.
Este estd equipado para producir radiacion electromagnética de un continuo de longitudes de
onda, desde la luz visible hasta los rayos X.
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La radiacion obtenida es atil no s6lo en investigaciones en el campo de la Fisica, sino también en
todos los campos de la ciencia y la tecnologia en los que hay que analizar muestras de pequefias
dimensiones como estructuras cristalinas, nuevos materiales, muestras biologicas, de contami-
nantes o restos arqueoldgicos. También puede tener aplicaciones en el disefio de nuevos farma-
cos y en imagen Yy terapias medicas.

14. Pensad como se puede extender la ley fundamental de la dindmica relativista a sistemas
formados por varias particulas (por ejemplo, un gas, un atomo, una molécula, etc.).
Comparad el proceso con el equivalente en la mecanica de Newton.

Un sistema es un conjunto de entidades (pueden ser particulas con masa como electrones,
neutrones, protones, o, también, fotones) que, eventualmente, pueden o no interaccionar entre si.
Los sistemas susceptibles de adecuarse a esta definicién (por ejemplo, un 4tomo) a menudo
componen otros sistemas mas complejos (como una molécula); estos, a su vez, componen otros
aun méas complejos (como un gas), etc. Por ello, el proceso de extension de los conceptos fisicos
a los sistemas ha de garantizar que globalmente se les pueda considerar a su vez como nuevas
entidades fisicas individuales que se tienen que describir con las mismas magnitudes que
describen a las particulas simples y a las que se han de poder aplicar también las mismas leyes
fundamentales que se aplican a las particulas simples.

Esto significa que en dindmica un sistema ha de tener, como tienen las particulas, una masa, m;
un impulso lineal, p y una energia, E. El sistema (en adelante “sis””) ademas ha de cumplir las
leyes fundamentales de la dindmica, lo que significa que se ha de verificar la ley:

Eszis: (pSiS'C)2 + (msis'Cz)2

Teniendo en cuenta estas consideraciones hay que definir las magnitudes del sistema a partir de
las de sus componentes.

Antes de hacerlo vamos a recordar escuetamente cdmo se sigue este proceso en la mecanica de
Newton. Ahi, lo primero que hemos de decir es que las tres magnitudes son aditivas, es decir,
para un sistema de N particulas (1, 2, 3,..) las magnitudes globales se definen en la mecanica
newtoniana asi:

P sis (m. newtoniana) = P1 + P2+ P3 ...
E sis (M. newtoniana) — Ei+Ex+Es+...

M sis (m. newtoniana) = M1 + Mz + M3 +...

En la mecanica de Newton, estas tres definiciones son adecuadas porque con ellas la ley
fundamental Fr.s = m-a (y los principios de conservacion que se asocian a ella) se escriben igual
en cualquier SRI, tanto para cada particula individual como para el sistema global, entendiendo
que al sistema global se le aplica dicha ley fundamental en su centro de masas. Todo esto es
posible gracias a que, en virtud del principio de accién y reaccion, al contabilizar la suma de
todas las fuerzas que se aplican sobre todas las particulas que forman el sistema, se anulan todos
los pares de fuerzas interiores ejercidas entre ellas, con lo que la fuerza resultante que se ejerce
sobre el sistema es exactamente igual a la suma de todas las fuerzas exteriores que se ejerzan
sobre él (para mas informacion ved tema 5 del libro “Problemas de Fisica” accesible en
didacticafisicaquimica.es).
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Vamos ahora a trasladar este proceso de extension de las magnitudes a sistemas, en el marco de
la Teoria de la Relatividad. La primera y gran diferencia que nos encontramos es el hecho de que
en Relatividad las tres magnitudes que usamos para describir a cada particula y que queremos
extender al sistema (masa, m; energia, E, e impulso lineal, p) son interdependientes, porque
aparecen combinadas en la definicion del impulso-energia, P, dado por P = (E , p-c).

En consecuencia, el proceso de generalizacion de estas magnitudes para aplicarlas a sistemas, ha
de tratarlas conjuntamente, pues cualquier definicion que generalice alguno de estos conceptos
afectara al resto. En este sentido, la magnitud clave, aquella que pone en evidencia la
interdependencia de todas las demas, es el vector impulso-energia, P, motivo por el cual resulta
adecuado definir el concepto de impulso-energia de un sistema y después estudiar como afecta
esta definicion a las magnitudes de las que depende. Esta definicidn es, simplemente:

Pgis= P, + Py +P3+....

La suma de los vectores se efectlla sumando respectivamente sus componentes de energia e
impulso lineal. Por lo tanto, resulta de esta definicion que la energia del sistema, Egs, es igual a la
suma de las energias de los componentes y que el impulso lineal del sistema, psis, también es
igual a la suma de los impulsos lineales de los componentes:

Eis=E1+Ex+Es+... (1)

Psis = P1t+ P2+ P3+... (2)

Es decir, la energia y el impulso relativistas son, igual que ocurre en la mecanica de Newton,
magnitudes aditivas.

Ya hemos dicho que, puesto que el sistema es una nueva entidad fisica, se le ha de poder aplicar
la ley fundamental de la dindmica:

EZ= (psiS'C)2 + (msiS'Cz)2 (3)

El cumplimiento conjunto de todas estas premisas [es decir, de las expresiones (1), (2) y (3)]
tiene, como veremos en los problemas siguientes, una consecuencia fundamental:

En relatividad, la masa no es una magnitud aditiva, es decir, la masa de un sistema no es, en
general, igual a la suma de las masas de sus componentes.

Esta diferencia entre la masa de un sistema y la suma de las masas de todos sus componentes
adquiere un significado fisico relevante, cuando se relaciona con la equivalencia entre masa y
energia.

Nota: Al definir el impulso-energia de un sistema hay que tener en cuenta que las particulas, con
independencia de que interaccionen o no entre si, pueden emitir o absorber energia que fluya de forma
continua. Pensemos, por ejemplo, en una particula cargada como un electron acelerado y emitiendo
radiacion electromagnética. Si la aceleracion del electron es relativamente pequefia, dicha radiacion se
propaga por el espacio de forma continua, porque en este caso prevalece su caracter ondulatorio respecto
del comportamiento corpuscular de los fotones que componen dicha radiacion. Por ello, estrictamente el
impulso-energia de un sistema debe considerar las contribuciones de los impulsos-energia de cada uno de
sus componentes y también una contribucién que tenga en cuenta la energia que eventualmente pueda
fluir en forma de campo. Operativamente, esto significa que el impulso-energia de un sistema se calcula
sumando los impulsos-energia de cada componente mas un término adicional que tiene en cuenta la
mencionada energia que fluye en forma de campo. Para el estudio de problemas que requieren tener en

25



cuenta este término adicional es necesario entrar en el dominio de la teoria de campos, algo que excede,
con mucho, el nivel de estos ejercicios. Afortunadamente, es posible acotar un conjunto muy amplio de
problemas en los que la energia radiada tiene por soporte los cuantos asociados al campo correspondiente
(por ejemplo, fotones si se trata de radiacion electromagnética). En estos casos todos los flujos de energia
son asimilables a flujos de entidades corpusculares, con lo que se obvia el término adicional y se utiliza
una expresion simple del impulso-energia de un sistema igual a la suma de los impulsos-energia de cada
uno de sus componentes corpusculares: Pgs= Py + P, +P3+...

15. Dado un sistema formado por dos particulas libres (1 y 2), se pide: Representad sus
vectores impulso-energia en un diagrama (E, px-C) y a continuacién comparad la masa del
sistema con la suma de las masas de las particulas, en los siguientes casos:

a) Suponiendo que las dos particulas se hallan en reposo relativo
b) Suponiendo que las dos particulas estan en movimiento relativo

Planteamiento e hipotesis

Si las dos particulas estdn en reposo relativo, tienen la misma velocidad, v, con respecto a
cualquier sistema de referencia y siempre se puede adoptar uno con respecto al cual ambas
estén en reposo. La separacion entre ellas es constante, como si formaran parte de un cuerpo
rigido. Podemos pensar por ello que componen una sola entidad y es l6gico esperar que su masa
(la masa de esa entidad) sea igual a la suma de las masas de cada particula: mss = m; + m.

En cambio, si las dos particulas estan en movimiento relativo, sus velocidades con respecto a
cualquier sistema de referencia son distintas y siempre se puede encontrar uno con respecto del
cual las dos particulas se muevan en la misma direccion y en sentidos opuestos (pensemos, por
ejemplo, en lo que sucede cuando por una carretera recta se mueve una moto a 80 km/h seguida
de un coche a 60 km/h que a su vez va seguido de otra moto a 40 km/h y tomamos el coche
como sistema de referencia).
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Podemos pensar, pues, que este sistema, a diferencia del anterior, estd compuesto de dos
particulas libres y, por tanto, que tiene una energia interna, equivalente, por ejemplo, a la energia
interna cinética que tiene un gas ideal (formado por muchisimas moléculas, en lugar de solo dos)
resultado de sumar las energias cinéticas de todas las moléculas que lo componen. Este
razonamiento permite suponer (en base a la equivalencia entre energia y masa) que la masa de
este sistema sea mayor que la suma de las masas de las dos particulas que lo componen:

Mgjs > My + My

Resolucion
Siguiendo la indicacion del enunciado, vamos a representar en el diagrama dindmico los vectores

impulso-energia de las dos particulas en el sistema de referencia propio, ligado a cada una de
ellas y en un sistema de referencia “exterior”, con respecto al cual ambas estdn en movimiento.

2

Como ya sabemos, en cualquier caso se cumple que: P, =P, +P, yque: Pgs=mMmgs:C

S
a) Las dos particulas estan en situacion de reposo relativo

En el sistema de referencia propio (K) el impulso de las dos particulas es cero (y al estar en
reposo, y = 1) y sus vectores dindmicos quedan ubicados sobre el eje vertical de energia, siendo:

P, =(m,-1.¢c®,0)+(m,-1-¢?,0) = (m,c? + m,c?,0)
Psis = (M1 + Myp)-C* = Mgis-C* — mgis = My + My

En cualquier otro sistema de referencia (K”) tendremos:
Py, =(myc®, myv, -c®) + (m,yc®, myyv, -c?)

Ahora, las componentes son mayores que en reposo (mayor longitud aparente) pero el médulo
(que es un invariante) es el mismo. Como las componentes son proporcionales, los vectores
tienen la misma direccion, por lo que, podemos escribir que:

Pslis =P1'+Pé =P +P, :(m1+m2)'C2

Por tanto: Mgis-> = (M4 + My)-c* — mgis = My + M,
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Asi pues: Cuando las particulas de un sistema se hallan en reposo relativo, la masa del sistema
coincide con la suma de las masas de las particulas que lo forman.

b) Las dos particulas estan en situacion de movimiento relativo

Como ahora las dos particulas estan en movimiento relativo, siempre es posible adoptar sistemas
de referencia exteriores respecto de los cuales se muevan en sentidos contrarios y existe uno en
particular (que denominaremos como K”) en el que tienen la misma velocidad pero con sentidos
opuestos. Para simplificar el razonamiento, consideraremos que m; = m,. En ese caso, al dibujar
los vectores dindmicos respecto de ese sistema de referencia (inclinados) y compararlos con los
correspondientes en los sistemas de referencia propios de las dos particulas (sobre el eje de
energias) se obtiene la gréfica siguiente:

En este caso, se cumple que:

P =(Ey, P, €) +(E,,—p,-C)=(E, +E, , 0)

P, =E,+E, =my'c® +-m,y'c®> =(m, +m,)-y"c? > (my + my)-c°
Luego: Mgs-c” > (My +my)-c> — mgjs > My + M,

Por tanto: Cuando las particulas de un sistema se hallan en movimiento relativo, la masa del
sistema es mayor que la suma de las masas de las particulas que lo forman.

Andlisis de resultados

Los resultados obtenidos avalan el planteamiento inicial. Podemos afirmar que en general la
masa de un sistema de particulas no es igual a la suma de las masas de sus componentes. En el
caso que acabamos de ver, estos componentes son dos particulas libres y, se obtiene que la
masa del sistema es mayor que la suma de las masas de cada una de ellas. La diferencia
proviene de las energias cinéticas que tienen esas particulas (respecto de su centro de masas).

Si generalizamos el resultado para considerar un sistema de N particulas (seria asimilable a un
gas ideal), tendremos que:
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Asi, podemos aumentar la masa del gas incrementando su energia interna (U), es decir,
calentdndolo, o podemos disminuirla haciendo que decrezca su energia interna, es decir,
enfriandolo.

Para reforzar los conceptos involucrados en este problema se puede trabajar con dos anima-
ciones interactivas de la pagina Web de Materiales Didacticos de la Seccion Local de Alicante
(SLA) de la Real Sociedad Espafiola de Fisica (RSEF). Estan disponibles aqui:
http://rsefalicante.umh.es/TemasRelatividad/relatividad22.htm. El usuario puede modificar la
velocidad del movimiento relativo de las particulas y ver como afecta a la masa del sistema.

16. Interpretad procesos en los que podria variar la masa (energia propia) de:

a) Un muelle
b) Un dipolo eléctrico
¢) Un atomo

Se puede extender el resultado del problema anterior a cualquier sistema de particulas, sean
éstas libres o ligadas y tengan, por tanto, energia positiva o negativa respectivamente.

a) Considerando el muelle como un sistema de particulas, no es lo mismo que el muelle esté
en equilibrio que esté estirado (o contraido), ya que cuando se estira (0 se contrae) el muelle,
se le aporta energia potencial eléstica. Es decir:

Mest = Megq + Ep/c2 (donde mes; = masa estirado y meq = masa en equilibrio)
En este caso, como Ep = Kx?/2 > 0, se obtiene que meg; > Meq

La energia que se comunica al muelle estirandolo o contrayéndolo es Kx%/2 y se almacena en
el muelle como energia potencial (E,), donde K es la constante elastica del muelle y x es el
alargamiento (o contraccién) experimentado”. Evidentemente, para los valores habituales de
"K" y de "x", el aumento de masa del muelle es realmente insignificante, debido al valor tan
elevado de c® Para comprobarlo, se puede realizar el siguiente ejercicio:

Un muelle de constante elastica 5000 N/m se comprime 80 cm. Determinad la variacion que se produ-
cird en su masa. Rdo. Am = 1'78-10™ kg. (Inapreciable en cualquier balanza).

Para reforzar los conceptos involucrados esta cuestion se puede usar una animacion interacti-
va de la pagina Web de Materiales Didacticos de la Seccion Local de Alicante (SLA) de la
RSEF (disponible aqui: http://rsefalicante.umh.es/TemasRelatividad/relatividad18.htm). Per-
mite al usuario modificar la temperatura de un cuerpo que cuelga de un muelle y ver cobmo
cambia la agitacion interna de sus particulas y, por tanto, su masa y la elongacion que produce
en el muelle.

b) En el caso de un dipolo eléctrico (dos particulas cargadas con cargas de signo opuesto,
ligadas y separadas por una pequefia distancia), considerando que las dos cargas permanecen
en reposo, tenemos:

Mgip = Mgz + Mg + Ep/c?

* Atencion: La expresion kx?/2 serd la Ep elastica del muelle para cualquier sistema que se desplace (respecto de
¢l) con v mucho menor que c. Si v se aproxima a “c” la Ep elastica tiene otra expresiéon mas complicada, cuyo
valor seria el mismo para todos los observadores inerciales.
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La energia potencial eléctrica se calcula mediante la expresion: E, = (K-q1-02)/r* en la que,
como sabemos, K es la constante electrostatica del medio y r la distancia entre las cargas que
forman el dipolo. En dicha expresién cada carga lleva su signo correspondiente, de modo que
al tratarse de dos cargas de distinto signo, dicha energia potencial es negativa. Por tanto, para
cualquier separacion no infinita entre las particulas tenemos que:

Maip < (M1 + Mq2)

Para afianzar este concepto podemos imaginar que las dos cargas que forman el dipolo
eléctrico estuvieran inicialmente separadas por una determinada distancia. Si a partir de esta
disposicion inicial la fuéramos alejando, deberiamos para ello ejercer una fuerza contraria a la
fuerza de atraccion eléctrica entre ellas, es decir, deberiamos ir aportando al dipolo una
energia positiva. Cuando la energia aportada fuera igual a la energia potencial eléctrica inicial
del dipolo (en valor absoluto), las dos cargas, si no adquieren velocidad, tendrian que estar
separadas a una distancia infinita y, la suma de sus masas seria entonces igual a la masa del
dipolo.

c) Suponiendo que fuera correcto el modelo atémico de Rutherford, la masa de un atomo seria
igual a la suma de las masas de sus nucleones (protones y neutrones) y de sus electrones, mas
las masas equivalentes a las energias cinéticas de los electrones, las energias potenciales
eléctricas de los pares electrén-nlcleo y las energias potenciales nucleares de los pares de
nucleones.

2 2
M gtomo = Y. Mngcleo T XM elec T X Ecelec/C” + Y Ep nucleo-elec/C

En este caso, la energia cinética de todos los electrones (positiva) es mucho menor que el
valor absoluto de la suma de todas las energias potenciales (que es negativa), entre las cuales
son particularmente apreciables las energias potenciales nucleares. Por eso, la masa del atomo
es inferior a la suma de las masas de sus constituyentes y se trata de un sistema ligado. La
diferencia entre la suma de las masas de las particulas que constituyen un &tomo y la masa del
atomo se denomina defecto de masa o energia de enlace del &tomo y explica su mayor o
menor estabilidad. Analogamente, la diferencia entre la masa de un nucleo y la suma de las
masas de sus constituyentes, estad relacionada con la estabilidad de dicho ndcleo, como
podemos ver a través del siguiente ejercicio:

14 15
Las masas atémicas del 7N y del "N son 1399922 u y 15°000109 u, respectivamente.
Determinad la energia de enlace de ambos en MeV y decid cual es mas estable (Datos: masa
neutron = 1°008665 v, masa proton = 1°007276u, 1u = 931 MeV)

‘N suma de las masas de los protones: 7-1°007276 = 7°050932 u.
Suma de las masas de los neutrones: 7-1°008665 = 7°060655 u.
Suma de las masas de todos los nucleones: 14°111587 u

masa-energia de enlace del N-14: 1399922 — 14°111587 =-0’112367u=- 104’61 MeV

"N Suma de las masas de los protones: 7-1°007276 = 7°050932 u
Suma de las masas de los neutrones: 8-1°008665 = 8’06932 u
Suma de las masas de todos los nucleones: 15°120252 u

masa-energia de enlace del N-15: 15°000109 — 15°120252 =- 0120143 u=- 111’85 MeV
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A partir de estos resultados, para evaluar la estabilidad de cada ndcleo se ha de tener en cuen-
ta que la energia de enlace de cada uno se emplea en ligar entre si a todas las particulas que lo
componen, de modo que se ha de repartir entre todas ellas. EI nicleo més estable sera aquel
que tenga un valor mayor (absoluto) de la energia de enlace por cada nucleén.

Energia de enlace por nucledn del N-14: 104°61/14 = 7°472 MeV/nucle6n

Energia de enlace por nucledn del N-15: 111°85/15 = 7°457 MeV/nucleén

Por tanto, el istopo N-14 es més estable que el isétopo N-15.

Ampliacion

El N-14 y el N-15 son los dos Unicos isotopos estables que existen del nitrogeno. EI N-14, se
produce en el ciclo carbono-nitrégeno de las estrellas. Ademas de ser el isétopo mas estable,
es el que se encuentra, con mucha diferencia, en mayor proporcion (99’634 %). Por su parte,
el nitrégeno-15 se produce también en las estrellas a partir del *°O por desintegracion beta. Se

han sintetizado otros diez isétopos del nitrogeno. De ellos, uno tiene un periodo de semi-
desintegracién de nueve minutos (el N-13), y el resto de segundos 0 menos.

17. En 1932 Karl Anderson descubrio en una
placa fotografica, expuesta a los rayos cosmicos y XXX XX
sometida a un campo magnético, dos trazas que X X X XX
surgian de un punto comudn y correspondian a un B F
electron y a una particula entonces desconocida y X X 36“% X
luego identificada como un positrén o antielectron e"‘...........,.........---u"““"

(figura adjunta). Posteriormente se supo que, en | . m--------------u--...i(,_ X XXX
ciertas condiciones, el electréon y el positron se % ")‘gu%’ % X
pueden aniquilar produciendo fotones ¢Cuantos o,
fotones se pueden crear en este proceso de X X X ><'.)-<
aniquilacion y como se moveran? ¢Cual sera su
energia (en MeV) y su frecuencia?

XXXKQ

Planteamiento:

Conviene saber que el proceso de aniquilaciéon es un proceso complejo, ya que, en realidad la
colision de una particula con su antiparticula produce en primera instancia un pién neutro el cual
rapidamente se descompone en los dos rayos gamma. No obstante, para resolver este problema,
es correcto ignorar este estado intermedio y proceder como si el positron y el electrén
interaccionasen yendo a la misma velocidad. En ese caso, como el electrén y el positron tienen la
misma velocidad y esta velocidad es necesariamente inferior a ¢, para que se cumpla el principio
de conservacion del impulso-energia no se puede obtener un solo fotén, sino que tendran que
crear dos (0 mas), con la misma energia y cuyas componentes del impulso perpendiculares a la
direccién inicial de las dos particulas se compensen. Con respecto al sistema de referencia
exterior, K, ambos fotones se orientaran como se indica en la figura siguiente:
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El analisis de este proceso resulta mas sencillo si se adopta otro sistema de referencia, K, en el
que el electron y el positron estan en reposo en el momento de la aniquilacion, es decir, respecto
del cual el sistema de referencia, K, tenga la velocidad —V de ambas particulas. En ese sistema
de referencia, K’, los dos fotones se han de mover en una direccion perpendicular al eje
horizontal (por ejemplo, paralelos al eje Y, y tener sentidos opuestos.

Resolucion:

Trabajaremos en el sistema de referencia ligado a las particulas entrantes, lo que permite reducir
el andlisis a una sola componente espacial, aquella en la que se mueven los dos fotones.
Considerando que, tanto en el sistema inicial o “entrante” (electron y positron) como en el
sistema final o “saliente” (los dos fotones), ninguno de sus constituyentes intercambia impulso o
energia con ninguna otra entidad externa desde justo antes de la interaccion hasta justo depués de
ella. Con estas condiciones, para resolver el problema podemos imponer el principio de
conservacion del impulso-energia.

Como el electron y el positrén tienen la misma masa, m, y estan inicialmente en reposo, el
impulso-energia del sistema entrante es:

Pentrante= Pelectron + Ppositrén = (m'CZa 0)+ (m'cz, 0)= (Z'm'cz, 0)
Por otra parte, recordando que Essn = h-v, el impulso-energia del sistema saliente es:
Psatients= Proton1 + Potonz = (h-vi, pi.c) + (h-vz, po-c) = (h-vi+ (h-v,, pi.C+ P,-C)

Igualando el impulso-energia entrante al impulso-energia saliente, se obtienen las siguientes
ecuaciones:
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h-v, h-v,
p1-C+p2'c:O — P1=-P; — 1= P2 — c = o — Vi=V, =V

h-v,;+hv, = 2.m-c? que, teniendo en cuenta el resultado anterior, se convierte en:

m-c?
h

2hv=2mc®> — v=

La primera expresion nos dice, como ya sabiamos, que, los dos fotones tienen impulsos iguales y
opuestos. La segunda proporciona directamente su frecuencia, v, la cual, como es logico, solo
depende de la masa (igual) de las particulas anteriores (electron y positron)

Resultados cuantitativos:

Sustituyendo la masa del electrén (m = me = 9°1-10°" kg) y las constantes ¢ = 3-10°m/s y h
6.63-10 J-s, se obtienen los siguientes resultados:

Eo (energia propia del electron y positrén) = E; (energia de cada foton) = 9°1-10°"-(3-10°)°
8°19-10™

E: (energfa del fotén en MeV) = (8°19-10™/1°6 - 10 *%) - 10° = 0°511MeV
v=m-c’/h=819-10"/663-10>* = 1°235 - 10”° Hz

Por tanto, en el proceso se emiten dos fotones gamma de 0°511 MeV de energia cada uno.

Ampliacién:

El proceso opuesto a la aniquilacién es la creacion de pares y se produce cuando un foton gamma
se acerca a un nucleo atdbmico y se transforma materializandose en un electron y un positron. En
general, al incidir un haz de fotones sobre la materia, se pueden producir diferentes procesos y la
probabilidad de que ocurra uno u otro depende de la energia de los fotones y de la naturaleza de
la sustancia atravesada. El efecto fotoeléctrico es el mas importante para la absorcion de fotones
de baja energia. El efecto Compton es el proceso que prevalece en la absorcion de fotones X o
gamma de energia intermedia. A partir de un valor minimo de 1’02 MeV, la produccién de pares
(particula y antiparticula) aumenta con la energia de los fotones incidentes y es el proceso que
predomina a energias altas.

18. Un foton gamma es absorbido por un nucleo. Comparad la masa del ndcleo excitado
con la del ndcleo inicial. ¢Qué velocidad adquiere el ndcleo excitado? (Datos: E fosn =
1MeV, nucleo: Pb-208)

Planteamiento:
Aungue los procesos de absorcion de rayos gamma por la materia son diversos (ved el apartado

de ampliacion al final de este mismo problema), vamos a considerar el caso mas simple en el que
el fotén es absorbido por un néicleo para formar un nucleo excitado® (ved figura siguiente).

> Representaremos el estado “excitado” o mas energético mediante el simbolo *
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Inmediatamente antes del choque Inmediatamente después del choque
I l

K K

Vs
*
apes , |
pfolén
Efotc'm
Enucleo EnL'Jcleo"
pnucteo"

El foton, aunque no tiene masa, si tiene energia e impulso y deja de existir en cuanto es
absorbido. Por tanto, el nlcleo excitado tendrd una masa mayor que la que tenia en su estado
inicial y, con respecto a un SRI “K” en el que se encontrara inicialmente en reposo, adquirird un
impulso, p. La velocidad buscada, v, sera la velocidad que adquiere dicho nucleo con respecto a
dicho sistema de referencia K.

Hipdtesis:

Las magnitudes que describen el estado del sistema inmediatamente después del choque (el
nacleo excitado o, también, sistema “saliente”), dependen de aquellas que describen el estado
sistema inmediatamente antes (el foton mas el nucleo en su estado inicial, o también, sistema
“entrante”). Por tanto, es 16gico plantear que el médulo de la velocidad que adquiere el nlcleo
dependa de la energia o del impulso del foton (s6lo de una de ambas magnitudes, ya que Eopsn=
Protsn-C) Y de la masa o la energia propia del ndcleo inicial (solo una de ambas magnitudes, ya
que ambas estan relacionadas por Egpnacleo) = m-cz). Es decir:

V = f (Efotsn, M).
Mas precisamente, a igualdad de los restantes factores, cabe esperar que:

v Cuanto mayor sea la energia del foton (o su impulso), l6gicamente mayor debera ser la
velocidad buscada, v. En el caso extremo en que dicha energia tendiera hacia infinito
(Efotsn—0), v deberia tender al limite superior de velocidades (v—-c), mientras que si la
energia del foton fuera cero Esys, = 0 el nlcleo no absorberia nada y tampoco adquiriria
ninguna velocidad, v = 0.

v/ Cuanto mayor sea la masa del nicleo, m, menor seré la velocidad, v, que adquiere tras
absorber el foton. En el caso extremo en que m—oo, la velocidad adquirida tenderia a ser
nula, v—0, y si la masa del nucleo fuera nula, m=0, entonces, no habria tal nicleo y el
sistema saliente seria Unicamente el foton, por tanto seria v = c.
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Estrategia de resolucion:

Aunque el sistema no esté aislado (en general, el nlcleo formara parte de algin material e
interaccionara con otras particulas del mismo), podemos considerar que desde muy poco antes
hasta muy poco después de la absorcién, ni el fotén ni el nlcleo interaccionan con otras
entidades y, en consecuencia, aplicar al proceso el principio de conservacion relativista. Por
tanto, para resolver el problema exigiremos que el impulso-energia del sistema entrante (nucleo
mas foton) sea igual al impulso-energia del sistema saliente (nucleo excitado), de donde se ha de
poder obtener el impulso y la energia del nlcleo excitado. Una vez obtengamos estas dos
magnitudes usaremos las leyes fundamentales de la dindmica de una particula al nicleo excitado
para obtener su velocidad.

Resolucion:

Teniendo en cuenta que para el foton: Efeen = Prowon + C Y que para el ndcleo en su estado inicial:
Pricleo = 0 Y Eoucten) =M - c?, el impulso-energia del sistema entrante es:

ijclao V\,MUV"* Q

- : E:'-::-é.—.
p-c

E

r

— - 2 _ 2
Pentrante = Pfot()n + Pnl]cleo = (Efot(’)m pfot(’)n'C) + (mc ) 0) = (Efotén +m-C", Efot()n)

El sistema saliente estd formado Unicamente por el nucleo excitado y, por tanto, su impulso-
energia es:

i 2

nucl=o

Paaiente = (Endcleo* » Pricleor-c) = (EO(nL]cIeo) + ECnicleo* , Pnicleo*.c) = (m*CZ + ECnicleo* , Pnicleo*-C)

Con lo que igualando el impulso-energia inmediatamente antes e inmediatamente después de la
absorcion del fotdn por el nicleo, se obtiene:

- 2 _ 2
Pentrante = Psatiente — (Efoton + M- €%, Efoton) = (M*C” + ECnucleo* , Pricleo*-C)

E igualando componentes:
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2 _ 2
Efot()n +m-c” =m*c” + EGnﬂcleo (1)

Efoton = Pncleo*-C (2)

Dividiendo por c¢? en la ecuacion (1):

2
m=*-c + Ecnucleo*

c? c? c? c?

Y despejando m*:
E, .
* _ foton
m*=m+ o2

Ec

nucleo*

C2

Este resultado muestra que después de absorber el foton (sin masa) el nicleo excitado es una
entidad diferente al nucleo inicial y tiene una masa también diferente a la de él, concretamente
mayor (ya que la energia cinética del nlcleo excitado nunca puede superar a la energia aportada
por el fotdn). Este hecho no podria ser explicado mediante la mecanica de Newton, pero si es
totalmente compatible con el hecho relativista de que la masa del sistema final (que podemos
considerar como si estuviera formado por ndcleo y fotdén) es mayor que la suma de las masas de
sus “componentes”, es decir, es mayor que la suma de la masa del ndcleo y la masa del foton
(que es nula) por separado.

Finalmente, conocidos el impulso y la energia del nucleo excitado, podemos obtener
directamente su velocidad (en mddulo), usando la ley relaciona a las tres magnitudes, cuya
expresion se dedujo en el problema 2 de este mismo tema.

Recordemos que dicha ley venia dada por: V = ?C -C

Si trabajamos en modulos y nos referimos al nucleo considerado, se transforma en:

_ pnﬂcledﬂc .
Vnt]cled‘ - c
niclec*

Teniendo en cuenta la ecuacion (2) anterior y que, la energia del ndcleo excitado se puede
expresar (segin hemos visto) como: Engeor = Eforsn + Mc? se obtiene:

E

foton .C

pnt]cleo*~c
Vidcles = “C = Ve = E m. Cz

niclec* fotén
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y c
m-c?
E

ndcleo —

1+

O, lo que es equivalente:

foton

Comprobad que se cumplen las hip6tesis enunciadas y todos los casos particulares considerados
anteriormente acerca de la velocidad del nucleo excitado.

Una vez realizadas las comprobaciones, vamos a ver el resultado que se obtiene sustituyendo
unos datos concretos.

Un ejemplo cotidiano de este proceso es la absorcion de radiacion gamma por el plomo, ya que
este elemento se utiliza para evitar que, no sélo los rayos gamma, sino también los rayos X
(cominmente utilizados en radio-diagndstico) sean dafinos para las personas. El plomo es un
excelente blindaje frente a estas radiaciones gracias a su elevada densidad de 11°33 g/cm?®, a su
alto numero atémico, a su gran estabilidad y, también, a la facilidad con que se puede trabajar.
Para detener fotones de 1MeV se necesitan unos pocos cm de este elemento (=10cm) y en las
salas de rayos X de los hospitales se suelen usar planchas de plomo, que impiden el paso de esta
radiacion.

Como se indica en el enunciado, el orden de magnitud de la energia de los fotones necesario para
que se produzca su absorcion por nucleos de Pb-208 es el orden de 1MeV. Por tanto, tenemos:

E foton = 1MeV.
Eo po20s =208 u. =208 - 931°45 MeV = 193741°6 MeV.

Con estos valores, la velocidad que adquiere el nicleo Pb es:

* — 1 — -6
Vnicleo Pb—208 — (m) -c=516-10"c

Como vemos, es una velocidad muy pequefia comparada con la velocidad de la luz, como cabia
esperar por la enorme diferencia que hay entre la masa del nlcleo de plomo y la energia
(expresada en unidades de masa) del fotén. También es una velocidad pequefia a nivel atomico y,
I6gicamente, cuando los ndcleos de Pb-208 absorben fotones en este proceso, no se modifica la
estructura del material, sino que los 4&tomos que lo componen mantienen su ligazon. Ahora bien,
si comparamos esta velocidad con las de otros objetos cotidianos en nuestro mundo
macroscopico, el valor resulta ciertamente elevado.

Ampliacion:

Como se indica en el enunciado, los procesos de interaccion de los fotones con la materia son
diversos y basicamente dependen de la energia de la radiacion incidente y del tipo de material
sobre el que incide dicha radiacion. Los principales procesos en los que el fotén cede su
energia al interaccionar con la materia son:

Efecto fotoeléctrico: El foton incidente puede colisionar con alguno de los electrones de las
capas més internas del &tomo cediéndole toda su energia y provocando la expulsién de dicho
electron. El efecto fotoeléctrico es el proceso predominante para energias menores a 0’1 MeV.

37



Efecto Compton: EIl fotdn incidente interacciona con alguno de los electrones de las capas
externas del atomo. En esta interaccion el foton se dispersa, reduce su energia y provoca la
ionizacion del &tomo. El efecto Compton es la interaccién predominante a energias cercanas a 1
MeV

Formacion de pares: Debido a la interaccion de la fuerza de Coulomb, en la vecindad del
ndcleo la energia del foton incidente se convierte espontaneamente un par electron-positron. Este
proceso solo puede ocurrir cuando los fotones incidentes tienen una energia igual o mayor a 1°02
MeV.

Absorcion: La absorcién es el proceso que hemos considerado en este problema y consiste
simplemente en una excitacion del nucleo del atomo, que termina con la historia del fotén. La
probabilidad de que exista una absorcion disminuye al aumentar la energia.

19. El naclido Cs-137 es un isétopo radiactivo del cesio que se produce principalmente por
fision nuclear. Tiene un periodo de semidesintegracion de 30°23 afios Yy se utiliza en fisica
nuclear experimental para calibrar detectores de particulas. EI Cs-137 decae emitiendo
particulas R (electrones) a un isémero nuclear metaestable de Ba-137, que tiene una vida
media de 2°55 minutos y se “des-excita” emitiendo fotones gamma de 0°661657 MeV, que
son utilizados en la técnica de calibracion.

¢ Cuanto valdra la velocidad de retroceso de un nucleo Ba-137 después de haber emitido un
foton?

Planteamiento:

Lo maés sencillo es adoptar el sistema de referencia, respecto al cual el nicleo Ba-137 excitado
(lo lamaremos nucleo padre) esta inicialmente en reposo. Como el foton emitido por dicho nu-
cleo porta energia e impulso, el nucleo hijo (des-excitado) ha de tener una masa menor que el
nacleo padre y un impulso opuesto al del foton emitido. Para obtener ambas magnitudes cabe
exigir el principio de conservacion del impulso-energia antes y después de la emision.

Hipotesis: Aunque el enunciado proporciona los datos concretos del proceso y estos implican
una solucion numérica del problema, podemos plantear hipétesis acerca de como variaria esta
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solucién, si tales datos pudieran ser otros diferentes. Asi podemos plantear que la velocidad de
retroceso buscada, v, dependera de la masa, m*, del nlcleo padre de Ba-137 (excitado) y de la
energia que porte el foton emitido, Esyen. ES decir: v =f (m*, Egen) MAas precisamente:

v/ Cuanto mayor sea la masa del nucleo padre, m*, mayor también sera la masa del nicleo
hijo, m, y, en consecuencia, menor sera su velocidad de retroceso, v. Si m* oo, debera
ser v=>0, mientras que el caso extremo opuesto, es decir, si m* = 0, estamos suponiendo
que no existe el ndcleo padre; entonces, el problema “desaparece” y debemos exigir tam-
bién que no se emita ningun foton (Essn = 0).

v’ Cuanto mayor sea la energia del foton emitido, Esqs,, mayor tiene que ser el modulo de la
velocidad de retroceso, ya que se ha de conservar la componente cinética del impulso del
sistema, antes y después de la emisién. El caso extremo en el que Essn = 0, €S equivalen-
te a suponer que no se emite ningun fotdn y, por tanto, que el nicleo padre no se des-
excita. Entonces, debemos exigir también que la masa del nicleo hijo sea igual a la masa
del nlcleo padre, es decir, m* = m y se ha de obtener que este nlcleo adquiera ninguna
velocidad de retroceso, es decir, v = 0. ¢Se puede plantear un caso extremo opuesto?

Resolucién:
El impulso-energia del sistema inicial (nucleo de Ba-137, excitado) es:

P inicial — (m*_CZ’ 0)

Teniendo en cuenta que Egysn = Protsn-C, €l impulso-energia del sistema final (nicleo de Ba-147,
des-excitado, y foton) es:

P final = (E nacleo hijos Practeo hijo*C) + (Esotons Efoten) = (E nacleo hijo + Efotons Pnacleo hijo'C + Efoton)
Imponiendo la conservacion del impulso-energia, se obtiene:

E nicleo hijo + Efoton = m*.c> > E nicleo hijo = m*.c? - Efoton (1)

P nacleo hijo * € + Efoton =0 = P nucleo hijorC = = Efoton (2)

Ademas (ved problema anterior), sabemos que:

pnﬂcleohijo-c

E

V=

nucleohijo

Que, teniendo en cuenta las expresiones (1) y (2), queda como:

V= *_ZEfotc')n .c
m -c°—E

foton
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Andlisis del resultado:
Comprobad que se cumplen las hipétesis

En primer lugar, conviene observar que, puesto que m* - ¢ — Esen > O (ya que la energia del
foton emitido no puede ser superior a la energia inicialmente disponible) y al ser el numerador
negativo, la velocidad obtenida, v, tiene siempre un valor negativo, opuesto al criterio de signos
establecido en el problema. Esto significa que el nicleo hijo se mueve, como no puede ser de
otra forma, en sentido opuesto al foton emitido, correspondiendo en efecto a una velocidad de
retroceso.

En segundo lugar, una vez comprobado que se cumplen las hip6tesis planteadas para ambas
magnitudes y los casos extremos cuando m* = y cuando Egygn = 0, podemos analizar los casos
extremos opuestos:

v' Si m* = 0, significa que no hay nucleo padre, entonces tampoco puede haber un fotén
(Efoten = 0). En este caso, el problema deja de tener sentido y el resultado matematico es
una indeterminacion.

v Si Efgen = m* - ¢? (valor maximo de la energfa total disponible) se obtendria v = o, lo
que es, desde luego, imposible. En efecto, entre las condiciones necesarias para que el
hecho tenga lugar hay que exigir al menos dos condiciones: a) Que la emision del foton
sea consecuencia del proceso de des-excitacion del nucleo padre, la cual termina con otro
nucleo hijo de masa no nula (de donde se deriva que, en ningun caso la energia del fotén
puede igualar a la energia propia del nucleo excitado). b) que la velocidad de retroceso
del ndcleo no alcance el limite superior de velocidades, ¢ (de donde se deriva que la
energia del foton tampoco puede alcanzar un valor suficientemente elevado como para
que ello ocurriera)

Ademas de estas disquisiciones, que pueden hacerse mediante un analisis meramente matematico
del resultado, hay que considerar, por supuesto, otras de caracter fisico que son fundamentales.
Particularmente hay subrayar el hecho de que, en realidad, los valores posibles de la energia que
puede tener el fotdén emitido, se limitan a los que corresponden a los Unicos saltos de energia que
pueda tener el ndcleo para cumplir con las leyes de la mecanica cuantica.

Resultados cuantitativos:

Terminamos aplicando el resultado al caso que plantea el enunciado correspondiente al proceso
de des-excitacion del Ba-137. En este proceso se emite un fotdn gamma de 0°661657 MeV. Por
tanto, tenemos:

m*c? (en unidades) ~ 137u ~ 137 - 931.5 MeV = 127615°5 MeV

Efot()n = 09661657 MEV

Por tanto, se puede estimar una velocidad de retroceso del nucleo hijo del siguiente orden:
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= 5185 -107%c = 1555'44m/s

. — Efoton o —-0'661657
“\m "~ 127615'5 — 0'661657

.2
tec Efotén

Como vemos, la velocidad de retroceso obtenida es muy pequefia comparada con la velocidad de
la luz, y, también lo es a nivel atdmico (por ejemplo, no seria suficiente para afectar a la estructu-
ra del Ba-137 en estado sélido), aunque si la comparamos con las velocidades de otros objetos
cotidianos en nuestro mundo macroscépico, el valor resulta ciertamente elevado.

20. Una particula impacta contra otra de igual masa e inicialmente en reposo. Obtened
el angulo, a, que forman las trayectorias de ambas particulas después de la colision, su-
poniendo que el choque sea perfectamente elastico (sin pérdida de energia) y que las tra-
yectorias de las particulas antes y después del choque estan en un mismo plano XY.

Antes del choque ./
o— o i’:)a Después del choque

\

!\

Resolved primero el problema utilizando la mecanica de Newton y, luego en el marco de
la relatividad especial

a) En el marco de la Mecéanica de Newton

Planteamiento: Las velocidades que tengan las dos particulas (mddulo y direccion) inmedia-
tamente después de la colision y sus masas, dependeran de las velocidades y de las masas de
las particulas inmediatamente después.

De acuerdo con el enunciado del problema:

Las masas de las dos particulas son iguales entre si (m; = m, = m), e iguales también inmedia-
tamente antes e inmediatamente después de la colision (con esta condicidn, las masas dejan de
ser una variable en el problema, puesto que m serd un factor de multiplicacion de todos los
términos intervinientes en el principio de conservacion)

El mddulo de la velocidad de la segunda particula antes de la colisién es cero

Las velocidades de las dos particulas después de la colisidn estan en el mismo plano XY

Con todas estas condiciones, del estado inicial cabe considerar s6lo una magnitud variable,
que es la velocidad de la particula 1 inmediatamente antes de la colision (V,) y el estado final
(inmediatamente después de la colision) esta determinado por otras tres magnitudes variables:
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los mddulos de las velocidades de ambas particulas (v, y V,) Yy el angulo que se quiere ob-
tener (o).

Puesto que se ha de conservar el momento lineal o cantidad de movimiento (sobre el plano
XY esto se concreta en dos ecuaciones) y, al ser la colisién elastica, también se ha de conser-
var la energia cinética (una ecuacion), resulta que se han de cumplir tres ecuaciones que rela-
cionan las cuatro magnitudes del problema, lo que significa que, en estas condiciones, el an-
gulo a solicitado ha de tener un valor Unico.

Estrategia de resolucion: Impondremos la verificacion de las dos componentes del impulso
(X, y) y la de la energia del sistema, antes y después de la colision. Como queremos obtener el
angulo, a, entre las velocidades de las dos particulas salientes, y el movimiento inicial de la
particula 1 tiene lugar en la direccidn del eje X, expresaremos las dos componentes de la ley
de conservacion del impulso lineal en funcién de los angulos que tienen las velocidades de
salida de cada una de ellas (01 y 0,) con respecto a dicho eje X. El angulo o, seré igual a la
suma de 0; y 0, (figura adjunta):

Resolucion:

La conservacion del impulso lineal del sistema formado por ambas particulas, implica que
dicho impulso (vector) ha de ser el mismo en el estado inicial o entrante (inmediatamente an-
tes de la colision) que en el estado final o saliente (inmediatamente después de la colision):
Psis = 5;is — P+Pp,= r’l"' r)z — m-V, +m-V, :m-\71'+m-\7é — V; +V, :\71I+\7é -
(Vyy » 0) = (Vyy s V) + (Vyy , V) — (Vi , 0) = (v, -COSE, ,V,; - send,) + (v, - cos b, ,V, - senéb,)
Descomponiendo la Gltima ecuacidn vectorial segun componentes cartesianas escalares:

Eje X: v, =V, -C0s6, +V, -cosd, (1)

Eje Y: O=v,-sené, +Vv,-send, — v, -send, =—v,-send, (2)

La ecuacion (2) anterior, muestra que las componentes segun el eje Y de las velocidades de
salida son iguales y de distinto signo, por lo que se anulan.

La conservacion de la energia, al tratarse de un choque eléstico, implica que la energia cinéti-
ca del sistema inmediatamente antes de la colision valga lo mismo que inmediatamente des-
pUés:
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1 2

Sy, +%mv§ :%mvi2 +%mv'22 — Vi =V +v] (3)

Ahora deberiamos proceder a despejar 0; y 0, para luego obtener o= 60; + 0,. Sin embargo,
si nos fijamos en la ecuacién (3) veremos que su significado es equivalente al cumplimiento

del teorema de Pitdgoras en un triangulo cuyos catetos son v, y v, siendo v, la hipotenusa,
tal y como se muestra en la figura siguiente:

De la figura anterior, queda claro que a = 6, + 6, = 90°,

Conviene saber que muchas veces el angulo experimental serad diferente, porque los choques
entre objetos cotidianos (por ejemplo, dos bolas de billar) no son perfectamente elasticos. En
estos procesos cotidianos, la pérdida de energia en la interaccion suele ser considerable y, por
tanto, deja de cumplirse la ecuacion (3).

b) En el marco de la Teoria de la relatividad.

Planteamiento: La dinamica relativista requiere la conservacion del impulso-energia. Este
principio de conservacion no es idéntico al de la mecanica de Newton, por lo que es ldgico
suponer que la solucién del problema sera diferente. Ademas, en relatividad se ha de tener en
cuenta que las particulas tienen una energia propia que pasé desapercibida para la fisica new-
toniana. Por tanto, se agregan dos variables adicionales con lo que es ldgico esperar que la
solucion del problema no sea unica, sino dependiente de dos variables independientes que
podamos adoptar.

Hipdtesis: Teniendo en cuenta lo expresado en el apartado anterior, podemos plantear que el
angulo buscado dependa de la relacion entre la energia cinética de la particula incidente antes
del choque, E. y la energia propia de esa misma, E,. De hecho, si ese cociente tiende a cero
EJ/Eo = 0, estamos planteando que la velocidad de la particula incidente sea muy pequefia
comparada con el limite superior de velocidades, c. Es decir, estamos acercandonos al limite
newtoniano Yy, por tanto, teniendo en cuenta el resultado obtenido en ese caso ha de ser o >
90°. En cambio, al crecer este cociente, es decir, al ser mayor la E. de la particula incidente,
nos alejamos de la prediccion de la mecanica de Newton y el angulo, o, deberia cambiar.
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Resolucion:

En este caso, para tener una mayor sencillez en la aplicacion del principio de conservacion del
impulso-energia, vamos a suponer que ambas particulas, después de la colision tienen veloci-
dades de igual modulo y, por tanto, al exigir la conservacion del impulso-energia, sus trayec-
torias forman el mismo &ngulo, con respecto a la direccidén del movimiento de la particula que
impacta.

La situacion antes y después del choque, tenemos:

Después del choque

Antes del chogue £
. \ a2 [p'-c-gos (0/2), p°- ¢ - sen.(2/2)]

Ei=EatEs (Ea=mei) E:=E. (Ea=mc) oo
prc pzc=0 [p" o cos (a/2), - p" o 520 (0/2)]

— |
La conservacién del impulso-energia Psis = Psis requiere que se conserven sus componen-

tes de energia e impulso:

E;+E,=2-E’ (componente de laenergia) (1)
p1 = 2-p’-cos (a/2) (componente X del impulso) (2)

O0=p’-sen (a/2)-p’ -sen (a/2) (componente Y del impulso) (3)

Ademas de cumplirse lo que dictan las expresiones anteriores, se ha de verificar la ley funda-
mental que relaciona masa (o energia propia, Eg) con el impulso y la energia de cada particu-
la, tanto antes y como después del choque:

Ei?= Eo®+ (prc)’  (particula 1 antes del choque)  (4)

E?= Eo®+ (pc)® (particulas 1y 2 después del choque) (5)

Teniendo en cuenta que E; = E, + E. (E. es la energia cinética de la particula incidente), de
las ecuaciones (1), (4) y (5) resulta:

(p1:C)? = (Eo + E)® -E> =E. 2Eo +E¢)  (6)

(p'c)* = (Eo + Ed2)? - Eo® = E¢ (Eo + Ed4) (7)

44



Ahora, sustituimos (6) y (7) en (2), para obtener:

,a 2E,+E;
Cos E—

4E, +E,

Usando cos & = 2 cos? % —1, se obtiene finalmente:

EC
COSax =——
4E, +E,

Andlisis del resultado:

El resultado muestra la variacion que tiene el aspecto del choque dependiendo de que las par-
ticulas tengan energias bajas (caso no relativista) o altas (para velocidades préximas a la velo-
cidad de la luz).

Asi, si la energia cinética de la particula incidente es pequefa R

(E << E,) se obtiene cosa. =0 y por tanto o> 90°. La fotogra- SO

fia adjunta (1) muestra un ejemplo de esta situacion. Corres- -~ - “. S

ponde a la colision de un proton incidente con energia del | . //

orden de 5MeV con otro protdn, inicialmente en reposo en una SRS

emulsion fotografica. El choque en este caso fue “no relativis- | =777 =7 = Shideee

ta” (Eo/moc’<<1) y, como se observa, se obtuvo un &ngulo e
experimental muy proximo a 90° entre las trayectorias de sali- : '7':'__'_‘":‘_'__ S

da de los protones después del choque.

En cambio, si la energia cinética de la particula es muy alta (Ec>>E,), resulta coso. 21y por
tanto a—>0°. Esta disminucion relativista de la dispersion fue comprobada experimentalmente
por primera vez en 1932 por Champion (2), para radiacion 3 (electrones muy rapidos). Utilizo
una camara de niebla y estudio los choques elasticos de los electrones de la radiacién con
electrones de los atomos de aire de la camara.

Ampliacion:

CHOQUE ELASTICO DE DOS MASAS IGUALES

o La solucion que aporta la mecanica clasica se puede practicar
{ con una animacion Modellus disponible en la pagina Web:
s o S http://rsefalicante.umh.es/Animaciones/Animaciones03.htm

Para terminar este capitulo nos detendremos brevemente en comentar una cuestion:

21. Pero si la masa es invariante... ;Qué entendemos por masa relativista?

La relatividad modifica los conceptos clasicos de espacio y de tiempo. Ello hace que cambien
también magnitudes relacionadas con dichos conceptos, como ocurre con la velocidad. Sin
embargo esto no afecta a otras magnitudes como la masa (que mide la propiedad de la inercia
de los cuerpos) o la carga eléctrica, ninguna de las cuales esta directamente relacionada con el
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espacio o el tiempo. La masa, pues, es invariante, en el sentido de que su valor no depende del
SRI escogido para estudiar el movimiento de un cuerpo (revisad el ejercicio 3, para més in-
formacion). Sin embargo, en muchos textos sobre relatividad, en lugar de referirse simple-
mente a la masa, se utilizan las expresiones masa relativista y masa en reposo (0 masa pro-
pia), lo cual puede llevar a confusion. A continuacion trataremos de aclarar este punto:

a) En la TRE, el impulso lineal (o cantidad de movimiento) respecto de un cierto sistema de
referencia inercial (SRI), viene expresado por:

En la ecuacién anterior m es la masa del cuerpo (invariante) y vV su velocidad (respecto a di-
cho SRI), siendo y = _

Vv
1-75
c

b) Algunos autores, en lugar de la opcién anterior, prefieren designar a la masa del cuerpo
como mgy reservan el simbolo m para el producto mg-y (es decir: m = mg'y) denominando a
M como masa en reposo (0 masa propia) y a “m” como masa relativista (siempre mayor que
Mo, puUesto que, como ya sabemos, y es siempre mayor que 1), de modo que la ecuacion ante-
rior quedaria como:

p=my-y-V — p=m-V

Vemos que, en este caso, la expresion relativista de la cantidad de movimiento coincide con la
expresion clasica (producto de una masa por una velocidad) solo que aqui se considera que la
masa (relativista) si que cambia con la velocidad de modo que m tiende a mq cuando v dismi-
nuye y m tiende a o cuando v tiende a “c” (comprobadlo).

Un objeto de 1000 kg de masa en reposo viaja por el espacio directo a la Tierra. Calculad su
masa relativista suponiendo que se acerque con una velocidad de:

a) 1°50-10° m/s
b) 2'95-10° m/s

Rdo. a) 1154’7 kg; b) 5500°2 kg

Esta segunda opcion no es un tratamiento equivocado, siempre que tengamos en cuenta que lo
que se designa como masa relativista no es la masa del cuerpo o sistema (en realidad invarian-
te) sino el producto de la misma por el factor y. No obstante, como se habra podido apreciar a
lo largo de este capitulo, los autores nos hemos decantado por la primera opcién, porgue nos
parece mas adecuado para evitar posibles errores en la interpretacion de estos conceptos. Tén-
gase en cuenta que para que para que se modifique la velocidad de un cuerpo no es preciso
interaccionar con él, sino que basta con cambiar el sistema de referencia desde el que se estu-
dia su comportamiento dinamico. Obviamente al cambiar de sistema de referencia al cuerpo
“no le ocurre nada” y, consecuentemente, a su masa tampoco.

Para una mayor informacion al respecto, recomendamos la lectura de un trabajo ya clasico:
“The concept of mass” publicado por Okun. Lev. B en 1989 en la revista Physics Today. 42
(6), pp. 31-36 y accesible en http://physicstoday.scitation.org/doi/pdf/10.1063/1.881171
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