Notas de clase -

como la fabricacién de lapices de colores (se emplean pig-
mentos), los fundamentos de un led, la diferencia entre con-
ductividad eléctrica superficial y transversal, unidades de
medida de la conductividad eléctrica, etc. Ademas, también
cabria destacarse la importancia del lapiz para la escritura y el
dibujo, lo que daria contenido a la “A” del aprendizaje STEAM.

Conclusiones

La experiencia del empleo del juguete cientifico conocido como
energy stick, para evaluar la conductividad eléctrica de objetos
cotidianos es motivadora, tanto para alumnos de las distintas
etapas educativas como para el publico en general. Permite
discutir aspectos como la variacion de propiedades periddicas
en los elementos quimicos. Su utilizacién para diferenciar la
conductividad eléctrica de distintos tipos de minas de lapi-
ces permite introducir aspectos de ciencia (estructura de la
materia, orbitales atdmicos, hibridacion de orbitales, enlace
quimico, alotropia...), técnica (disefio de un juguete electréni-
co, fabricacion de lapices, transformaciones de la materia...),
historia (desarrollo del 1apiz, descubrimiento de nuevos mate-
riales...), lingiiistica (etimologia de palabras cotidianas y téc-
nicas) y arte (como el dibujo). Todo ello, “alifnado” con ciertos
toques de humor, puede dotar a las clases y a las exposiciones
divulgativas de un entorno formativo lidico y distendido.
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Diagramas de Minkowski
para reforzar la comprension
del efecto Doppler

Manuel Alonso Orts
Institute of Solid State Physics, University of Bremen,
Bremen, Alemania

Manuel Alonso Sanchez
Seccidn Local de Alicante de la RSEF

Se presentan varios desarrollos destinados a estudiar el
efecto Doppler con el apoyo de los diagramas espacio-
tiempo de Minkowski. Este abordaje del fendmeno ayuda
a acceder directamente a algunos hechos fundamentales
del mismo, que modifican su interpretacién con respecto
a la realizada en el marco de la mecanica newtoniana. Asi
mismo, este ejemplo también resulta Gtil para reflexionar
y comprender mejor la “dilatacion temporal”; un concepto
derivado de la relatividad especial que suele ser complejo
de interpretar.

1. Introduccién

Los diagramas de Minkowski son una herramienta muy util
para visualizar y profundizar en los fen6menos asociados a
la teoria de la relatividad especial, facilitando la interpreta-
ciéon geométrica del espacio-tiempo. Este articulo los utilizara
en el estudio del efecto Doppler. Este abordaje del problema
aplicado a las ondas electromagnéticas ayuda a acceder di-
rectamente a algunos hechos fundamentales del mismo, que
modifican su interpretacién con respecto a la realizada en el
marco no relativista.
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2. Efecto Doppler no relativista

El efecto Doppler consiste en la variacién de la frecuencia y
de lalongitud de onda recibidas respecto de la frecuencia y la
longitud de onda emitidas causada por el movimiento relativo
entre el foco emisor de las ondas y el receptor. Fue propuesto
por Christian Doppler en 1842 [1], si bien Fizeau lo descu-
brié de manera independiente en 1848 (en Francia se conoce
como “efecto Doppler-Fizeau”).

Para visualizar el efecto Doppler se pueden usar applets
en los que se mueve un foco puntual mientras va emitiendo
frentes de onda circulares de una determinada frecuencia y
longitud de onda. Cuando ese foco permanece en reposo los
frentes de onda emitidos son, respecto a un posible recep-
tor también en reposo, concéntricos alrededor del emisor. El
dibujo animado constata que en este caso tienen la misma
separacion en todas las orientaciones y que, por tanto, en
cualquier lugar la longitud de onda y la frecuencia recibidas
son iguales a las emitidas: no se produce efecto Doppler (fi-
gura 1a). Sin embargo, cuando el foco se desplaza el mismo
dibujo animado muestra que los frentes de onda, al irse emi-
tiendo sucesivamente desde diferentes posiciones (F;, F,, F;,
F,, ...), dejan de ser concéntricos para el receptor en reposo,
debido a que la velocidad de propagacién de una onda no de-
pende del movimiento del foco. En consecuencia, la longitud
de onda recibida en las zonas de las que el emisor se aleja
es mayor que la emitida, y la recibida en las zonas respecto
a las que el emisor se acerca es menor que la emitida (lo
contrario le ocurre a la frecuencia) (figura 1b). Todo esto se
puede visualizar empiricamente, por ejemplo, generando en
una cubeta de ondas frentes de onda sucesivos (figura 1c).

Fig. 1. a) Animacién interactiva mostrando que no se produce el efecto
Doppler cuando el foco esta en reposo (respecto del receptor). b) La mis-
ma animacién mostrando el efecto con el foco moviéndose respecto del
receptor. ¢) Experimento con la cubeta de ondas (realizado por estudian-
tes de Bachillerato en el IES Leonardo da Vinci), que muestra los mismos
hechos [2].

Una cuestion en la que conviene fijarse es el hecho de que,
de acuerdo con los dibujos del applet, se tendria efecto Doppler
(en mayor o menor grado) en cualquier punto respecto del cual
el foco se mueve, excepto, en cada instante, en toda la linea
perpendicular ala direccién sobre la que avanza ese foco mévil.

Se pueden hacer desarrollos formales para obtener diver-
sas expresiones algebraicas del efecto Doppler no relativista,
dependiendo de cual sea el sistema de referencia adoptado,
de la posible oblicuidad o no entre la direccién que une am-
bos puntos y la del movimiento del foco emisor de la onda,
de los tipos de movimiento (uniforme, acelerado, etc.) que
tengan el foco y/o el receptor, etc. (por ejemplo [3, 4]). De
todos esos casos posibles vamos a repasar el mas sencillo,
que considera al emisor y al receptor con movimientos uni-
formes en la misma direccién, habitualmente llamado “efecto
Doppler longitudinal”.
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Adoptamos para ello un sistema de referencia anclado al
medio de propagacion de las ondas (por ejemplo, la atmos-
fera para la propagacién de una onda sonora, o el agua en
el ejemplo anterior de la cubeta) y asumimos que el emisor
(lo denominaremos S = “sender”) est4 en reposo respecto a
dicho medio, mientras que el receptor (S') viaja con cierta
velocidad respecto a S, v, [puede hacerlo alejadndose de él
(vy > 0) 0 acercandose a él (v, < 0)]. Los frentes de onda se
desplazan a la velocidad de la onda en el medio, u, y, como
las ondas estan centradas y sus frentes estan equiespaciados
respecto del SRI del emisor S, llegan estirados al receptor, S',
si se aleja del emisor, S, y comprimidos si se acerca.

La frecuencia, f', recibida por el receptor y la frecuen-
cia, f, emitida por el emisor, en reposo respecto al medio,
se relacionan cuantitativamente mediante la ecuacién (1),
la cual, como es légico, pierde sentido fisico (se obtendrian
frecuencias “recibidas”, f', negativas) si el receptor se alejara
del emisor con una velocidad mayor que la de la onda emi-
tida (v, > u), porque en ese caso dicho receptor nunca seria
alcanzado por la onda.

pe = (1-%)s .

Cuando la ecuacion (1) si es aplicable, sus consecuencias
resultan coherentes con los dibujos de los applets y 1o mos-
trado por la experiencia de la cubeta de ondas: Si el receptor
se aleja del emisor (v, > 0) se obtiene un desplazamiento
hacia menor frecuencia (f' < f), mientras que si se acerca
(v¢ < 0), se obtiene un desplazamiento a mayor frecuencia
(f' > f). Por ejemplo, en el caso de una onda sonora, el re-
ceptor recibe un sonido de tono mas grave que el emitido
en el primer supuesto y uno mas agudo en el segundo. La
ecuacion (1) también prevé que, en la situacion considerada,
la magnitud del desplazamiento Doppler depende del valor
del cociente entre la velocidad del receptor y la velocidad
de la onda.

[lustramos estos comentarios representando la relaciéon
entre las frecuencias emitida y recibida (fy ") en funcién de
la velocidad del receptor (v,) para el caso de una onda sonora
(velocidad de propagacién en el aire a temperatura ambiente
u =343 m/s) (figura 2).

Fig. 2. Relaciéon de frecuencias segtin el efecto Doppler no relativista a
partir de la ecuacidn (1). El emisor se encuentra estacionario con respec-
to al medio (v, = 0) y emite una onda sonora de velocidad u = 343 m/s
respecto a este, y el receptor se mueve a cierta velocidad v, con respecto
a ambos.
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Repasado el caso particular mas sencillo, vamos a gene-
ralizarlo un poco, para considerar que el emisor también se
mueva a cierta velocidad con respecto al medio (por ejemplo,
cuando un vehiculo de emergencia, viajando a velocidad v,
pasa por nuestro lado con la sirena activada mientras no-
sotros caminamos con velocidad vy en la misma direccién).
Manteniendo el mismo criterio de signos (v,, v¢ > 0 cuando
se desplazan en la direccién opuesta a la que se encuentra el
otro y viceversa), se obtiene la ecuacion (2).

u-vg

= )

Esinstructivo analizarla, mediante la consideraciéon de los
siguientes casos limite:

1. Siel emisor se encuentra estacionario respecto al medio
(vy=0), se recupera, l6gicamente, la ecuacién (1).

2. Sielreceptor se encuentra estacionario respecto al medio
(v, =0), se sigue obteniendo f" < f en caso de alejamiento
relativo entre ambos, y f' > f en caso de acercamiento.

Como hemos hecho antes con la ecuacién (1) también aqui
representamos graficamente el cociente de frecuencias f'/f,
pero esta vez con respecto a la velocidad del emisor, v, y para
un receptor estacionario respecto al medio (figura 3). Aho-
ra, al encontrarse v, en el denominador,; ya no se observa la
simetria en los valores de f'/f respecto a un mismo valor de
velocidad, pero de distinto signo. Esta si se observaria en este

segundo supuesto si representasemos la longitud de onda o

el periodo de la onda (al ser ambas magnitudes inversamente

proporcionales a la frecuencia).

Fig. 3. Relacion de frecuencias segin la ecuacién (2) para una onda sonora
cuando el receptor se encuentra estacionario respecto al medio (v, = 0).

Terminamos este breve repaso del efecto Doppler no re-
lativista llamando la atencién hacia el hecho de que este es-
tudio se ha circunscrito a ondas mecénicas como el sonido.
Alguien podria preguntarse silos desarrollos y los resultados
mostrados se pueden generalizar a ondas electromagnéticas
(se podria tener la tentacién de realizar consideraciones si-
milares sustituyendo el valor de u por el de la velocidad de la
luz). Larespuesta es negativa. Hacerlo seria totalmente inco-
rrecto, como se puede atisbar, por ejemplo, recordando que
la luz tiene la misma velocidad relativa respecto a cualquier
observador, lo que no cuadra ni con los dibujos de los applets,
ni con las expresiones algebraicas anteriores. Esto es asi, por-
que tanto esos dibujos animados como las expresiones hasta
ahora mostradas se sustentan en la mecanica newtoniana.

Obsérvese que, aunque no se haya dicho expresamente, al
evaluar las velocidades relativas entre emisor, onda y recep-
tor, se ha estado asumiendo que la ley de composicién de ve-
locidades de Galileo es la correcta (por ejemplo, u, + u, = u,,
siendo u;la velocidad del sonido respecto a los distintos SRI).

Por tanto, en el caso de ondas electromagnéticas como la
luz, pero también para ondas mecdanicas en situaciones tales
como, por ejemplo, el caso de un receptor que se dirija hacia
el emisor de la onda en sentido contrario a su propagacién
a altas velocidades, es necesario estudiar el efecto Doppler
directamente en el marco de la relatividad especial. En el
resto de este articulo mostraremos que los diagramas de
Minkowski son muy valiosos para este estudio.

3. Construccién y manejo de diagramas de Minkowski
Un diagrama de Minkowski es un diagrama de ejes espacio-
tiempo, adoptado con respecto a un cierto sistema de re-
ferencia inercial (SRI). que ha de resultar coherente con el
cumplimiento de las leyes de la relatividad. Para ello, el eje de
tiempos (que en estos diagramas suele ser el de abscisas) se
etiqueta como c - t (c es la velocidad de la luz), con lo que las
dos magnitudes espacio-temporales se expresan en unidades
de longitud y la representacién de la propia luz en el diagrama
se plasma mediante lineas rectas de pendiente igual +45° o
-45° En la figura 4 se muestra en un diagrama bidimensional
(x, c - t) el avance sobre la direccién Xde un SRI, S (x,y,z, ¢ t)
de los extremos (H; y H,) de un haz esférico de luz emitido
desde el origen de coordenadas en el instante ¢ = 0. Las dos
lineas, H, y H,, delimitan lo que se denomina “cono de luz” por
su interpretacién geométrica en un diagrama que considere
dos de las tres dimensiones espaciales. Como ninguna entidad
material puede alcanzar la velocidad, ¢, la representacion de
cualquier movimiento, que no sea el de la propia luz y que
también se inicie en el origen de coordenadas para t = 0, se
plasma en el diagrama mediante una linea que no puede salir
del cono de luz, y cuya pendiente (definida por el angulo 6) ha
de ser mayor de 45° en todos los puntos.

Fig. 4. Representacion en un diagrama simple de Minkowski del “cono de
luz” (H,H,) y de un movimiento cualquiera (H) que se inicia para t = 0 en
la posicién x = 0 (como lo hace también la luz representada).

Los diagramas simples, como el de la figura 4, muestran la
representacion abstracta de sucesos y de movimientos (mas
en general, de procesos fisicos) con respecto a un determi-
nado SRI S (x,y, z, c - t). Sin embargo, la mayoria de impli-
caciones de cinematica relativista que se quieren estudiar
involucran a magnitudes en varios SRI diferentes. Por eso,
en lugar de usar un diagrama distinto para cada SRI al que
se quieran referir tales magnitudes, se usan diagramas en
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los que se pueden representar conjuntamente los puntos de
vista de diversos SRI.

Para construir un diagrama de Minkowski doble (figura 5)
se empieza dibujando ejes ortogonales espacio-tiempo (x,
c-t) para dar el punto de vista de un primer SRI, S, al que
definimos como “sistema en reposo”. El (no) movimiento de
su origen, O, se representa respecto de esos ejes mediante
una linea vertical encima del eje de tiempos (c-t), la cual se
llama linea de universo del observador O. Este hecho da la
clave para incorporar en el mismo dibujo ejes espacio-tiempo
(x', ¢ - t) correspondientes al punto de vista de un segundo
SR, S', que se desplace por el eje X con una velocidad v res-
pecto de S (asumiendo que los origenes espaciales de los dos
SRI, O y O', coinciden para t = t' = 0). El cambio de posicién
respecto al origen comtn del origen del segundo SRI, S’ (linea
de universo del segundo observador, 0'), se representa con
respecto a S mediante una linea, cuya pendiente respecto al
eje c - tesigual av/c. Por tanto, esa misma inclinacién ha de
tener el eje de posiciones (x) del SRI, S’ con respecto al eje x,
para que una linea de luz emitida en el origen comun a ambos
SRl en t=t" =0, sea bisectriz de los ejes espacio-temporales
de los dos SRI, cumpliéndose asi una consecuencia directa de
los postulados de la relatividad: la luz tiene la misma velo-
cidad c respecto de ambos SRI, es decir, Ax/At = Ax'/At' = c.

Fig. 5. Diagrama doble para mostrar el punto de vista de dos SRI S (x, ¢+ t)
y S' (x) c-t"). La inclinacién del eje c-t' cumple que tan 8 = v/c (v es la
velocidad de S' respecto de S) La linea de luz emitida en t = t'= 0 desde el
origen de ambos SRI es la bisectriz en ambos diagramas.

Para obtener resultados cuantitativos del diagrama doble
de Minkowski es preciso calibrarlo, y ello se hace a partir
del hecho fundamental de que el cuadrado del médulo del
cuadrivector espacio-tiempo, s?, es invariante: se escribe
igual en cualquier SRI y tiene el mismo valor en todos ellos.
Considerando solo una dimension espacial s?=(c- t)*-x2 De
modo que, para calibrar los ejes de tiempo del diagrama do-
ble se empieza haciendo s?= 1, lo que da lugar a la hipérbo-
la 1=(c-t)*-x% Debido a la invariancia de s?, dicha hipérbola
corta al eje de tiempos de todos los SRI donde el tiempo es
(en unidades de longitud) igual a 1. Similarmente se inicia el
calibrado de los ejes de posiciéon. En este caso se hace s2=-1,
lo que da la hipérbola 1= x*-(c-t)? que corta a los dos ejes
de posicién donde la longitud es igual a 1. Iniciado asi el
proceso de calibrado de los diagramas (figura 6), se pueden
ir afladiendo sucesivas curvas de calibracién para los ejes
de tiempo (haciendo s?>=4 se obtiene la curva a los ejes de
tiempo donde el tiempo es igual a 2, para s?=9 se obtiene la
siguiente curva que corta dichos ejes de tiempo donde este
es igual a 3, etc.) y, similarmente, para los de posicién.
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Fig. 6. Calibracién de un diagrama doble de Minkowski.

4. La “dilatacion de tiempos” con diagramas de
Minkowski

Los diagramas espacio-tiempo de Minkowski se vienen usan-
do con profusién creciente para mostrar aspectos variados de
la cinemadtica relativista [5]. Uno de ellos, que va a ser esencial
para la comprensién del efecto Doppler relativista, es la lla-
mada “dilatacién de tiempos”. En la figura 7 se representa un
diagrama doble en el que esta se pone en evidencia. Un obser-
vador en reposo registra en su SRI S (x, ¢ - t) dos sucesos OA
separados por una duracién temporal T a lo largo de su linea
de universo. Otro observador, que se mueve con una cierta
velocidad, v, con respecto al anterior registra dos sucesos OA'
ensuSRIS' (x) c-t'), separados por otra duracién temporal T"
en su linea de universo. Para el observador en reposo, Ay A
son simultdneos (ambos transcurren en un tiempo T).

Fig. 7. Diagrama doble que muestra la “dilatacién temporal” (T<T").

Como vemos (obsérvese donde corta la curva de calibra-
cién al eje de tiempos de cada SRI), el diagrama muestra di-
rectamente que T> T', desigualdad que expresa en términos
cualitativos la “dilatacion de tiempos”. Cuantitativamente:

T=yT' (3)
1

vV (1-vYe) .

donde y =
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Aunque las duraciones que se comparan (T'y T') son valo-
res de dos tiempos propios (por tanto, valores absolutos) que
solo pueden ser medidos directamente dos observadores dis-
tintos (O puede medir T, O' puede medir 7"), la desigualdad
entre ellos se denomina de “dilatacién de tiempos”, porque,
conociendo la ley, el observador en reposo podria atribuir
a un proceso tal como, por ejemplo, un movimiento que co-
mience en O y termine en A', la duracién T (una vez sabe que,
para él, Ay A' son simultaneos), y esta duracién es mayor que
la duracién propia, T', de ese mismo proceso.

A modo de ejemplo cuantitativo de esto podemos supo-
ner que S' se mueve respecto de S a dos quintas partes de
la velocidad de la luz (v = 0,4c), y obtener con exactitud las
coordenadas del eje de tiempos de S' (¢ - t) con respecto al eje
de tiempo de S (c -+ t) usando las transformaciones de Lorentz
(expresiones 4ay 4b):

ct=yct' (4a)

x = Byct’ (4b)

1 v
\/ﬁ yB=¢" Enestecasoy=1,09y8=04.
1-(¢)

De forma similar podemos obtener las coordenadas del
eje x'y, asi, una vez representados ambos ejes mas lalinea de
luz en el diagrama anterior, este puede quedar como muestra
la figura 8.

dondey =

Fig. 8. Diagrama de Minkowski para la comprobacién cuantitativa de la
“dilatacién temporal” en un caso concreto (siendo v = 0.4c).

5. Efecto Doppler relativista

Ya tenemos las herramientas necesarias para tratar el efecto
Doppler relativista apoyandonos en los diagramas espacio-
tiempo de Minkowski. Con las debidas precauciones (entre
ellas, ser bien conscientes de que considerar a la Tierra como
un SR, estrictamente, no se cifie a la realidad) vamos a plan-
tear, a modo de ejemplo, la siguiente situacién: Una nave
abandona la Tierra a una velocidad constante considerable
y, mientras lo hace, envia a nuestro planeta una sefial electro-
magnética. Adoptaremos el punto de vista de dicho emisor
(lanave), es decir, consideraremos un SR, S, ligado a ella, en

reposo, y otro SRI, S', ligado a la Tierra, que se aleja de S en
sentido positivo del eje X con velocidad v,. Consideraremos
también que Sy S' tienen un origen espacio-temporal comun
(x=x"=0ent=t"=0) (figura 9).

Fig. 9. Planteamiento del problema adoptando el punto de vista del emisor.

La figura 10 muestra un diagrama doble de Minkowski co-
rrespondiente a este planteamiento. En él se representan de
color azul los ejes espacio-tiempo del SR], S, ligado a la nave,
en reposo, y de color verde los del SR, S', ligado a la Tierra.
Se asume que la onda emitida tiene un periodo T =1/c (para
el emisor) y que, en consecuencia, los frentes de onda salen
de la nave en tiempos propios (paraS) t=n-7 (n=1, 2, ...).
Como esos frentes de onda viajan a v=c, sus movimientos se
representan mediante lineas inclinadas 45° (de color amari-
llo) que dejan el SRI S (la nave) en los instantes c-t=1,2, ...y
llegan al SRI S' (la Tierra) con un cierto periodo t'.

Fig. 10. Diagrama doble de Minkowski que muestra la emision de luz desde
S (nave) hacia S' (Tierra).

El diagrama muestra directamente (basta con fijarse en
la graduacion de los ejes de tiempo de ambos SRI) que t'
es mayor que Ty, por tanto, f' < f, es decir, que se tiene un
desplazamiento hacia menor frecuencia en la onda recibida
respecto a la emitida (denominado “hacia el rojo” al tratarse
de una onda electromagnética). El diagrama también ensefia
que esta diferencia entre la frecuencia emitida y la recibida
es mayor cuanto mayor sea la velocidad relativa entre ambos
SRI (es decir, cuanto mayor sea la inclinacion del eje c + t' res-
pecto al eje ¢« t). Este resultado concuerda cualitativamente
con el antes visto del efecto Doppler no relativista pero no
lo hace cuantitativamente, como ahora vamos a comprobar.

Busquemos, para empezar, la relacién entre los distintos
parametros de interés desde el punto de vista del emisor
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(SRI S): la posicién x; en la que se encuentra la Tierra, S',
cuando llega el primer frente de onda, el periodo de la onda
emitida, Ty el tiempo, t;, que tarda el primer frente de ondas
en llegar la Tierra. Como el dngulo de la linea de luz en el
diagrama de Minkowski es de 45°, esta relacion viene dada
por la expresion (5):

cty=cT+x, 5

Es instructivo analizar dicha expresién para observar que
parece describir algo analogo al efecto Doppler no relativista
pues indica que, respecto al origen de coordenadas y tiem-
pos (donde ocurriria el “frente de ondas 0”), el primer frente
de ondas ha tardado un tiempo ¢, en llegar a S', que es la
suma del periodo de dicho frente de ondas (para el emisor)
y el tiempo que ha tardado dicho frente en llegar a S' (x,/c).
Obsérvese que podemos hacer esta analogia porque ;0]JO, la
expresion (5) solo es valida medida por los relojes del siste-
ma de referencia S (la nave)! Esto es crucial que se entienda
y queda bastante claro si nos fijamos, de nuevo, en el diagra-
ma de Minkowski de la figura 11, ya que el mismo pone en
evidencia que las relaciones usadas hasta este momento son
validas Unicamente con respecto a los ejes espacio-tiempo
del SRI S (de color azul en dicho diagrama).

Fig. 11. Diagrama doble de Minkowski para la emisién de luz desde S
(nave) hacia S' (Tierra), proyeccion hacia (x, ¢ t) y, a la izquierda, expre-
sién de la dilatacién temporal entre Sy S'.

De hecho, podriamos dar un paso mas en estas delibera-
ciones y deducir el desplazamiento Doppler no relativista a
partir de la expresion (5). Para ello, usariamos el concepto
de que el tiempo es absoluto en la mecanica newtoniana. En-
tonces, seria: t, = ' (pues, para S', el periodo seria la diferen-
cia temporal entre el frente 0, que se encuentra en ambos
sistemas en el origen de tiempos, y este primer frente que le
llega), y también x, = vgt, = vsT', con lo que la expresion (5)
se podria reescribir asf: ¢t' = ¢t + vgT' > T' = ¢ CV T f'=
&< VS f, obteniendo, como vemos, una expresion equlvalente
a la ecuacion (1), que se obtenia en el mencionado efecto
Doppler no relativista para el caso de una onda mecanica
emitida por un cuerpo en reposo.

Hechas estas disquisiciones pasamos a resolver operativa-
mente el caso relativista que nos ocupa: Combinando las trans-
formaciones de Lorentz (4a y 4b) obtenemos la expresion (6):
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3% (6)

Dividiendo dicha expresién (6) entre c se observa que
esta indica la posicién de S' respecto a S en el momento en
el que recibe la onda: x, = v, - t,. Pero, jojo de nuevo!, como
muestran todos los diagramas anteriores, ese valor de t,, NO
es equivalente al tiempo medido en los relojes de S' que les
indica el periodo de la onda, 7'. Segin hemos desarrollado en
la seccidon 4 [ecuacién (3)], y queda también evidente en el
diagrama de Minkowski (figura 10), el tiempo transcurrido
desde el origen comtn de tiempos hasta que el primer frente
de ondas llega a S' es mayor para los relojes en S (nave) res-
pecto a los relojes en S' (Tierra) (expresion 7):

ct, =

t =yt (7

Introduciendo, finalmente, (6) y (7) en (5), llegamos a la
expresion (8):

cty=ct+ct,f

YT =T+yTp

i

1-p

'

T
TVa-p

f=f|3=L 8)

La cual refleja el desplazamiento Doppler relativista para
un receptor que se aleja del emisor (estacionario) con velo-
cidad vy = fc. En el desarrollo utilizado para obtenerla hemos
resaltado en color naranja el efecto del factory. Como la onda
electromagnética se desplaza con el mismo valor de veloci-
dad respecto a ambos observadores, este resultado es igual-
mente valido para cualquier SRI desde el cual un emisor y un
receptor se alejen entre silongitudinalmente (es decir, en una
linea que une a ambos); tan solo debemos definir § = v,,;/c,
siendo v,,; la velocidad relativa entre emisor y receptor.

No nos detendremos en ello pero se puede demostrar que,
para un receptor que se acerque al emisor, la expresion (8)
sigue siendo valida si adoptamos el signo de la velocidad en-
tre ambos, v,,; (y por tanto de ) como negativo en lugar de
como positivo. Sin embargo, para visualizar los resultados en
un dnico diagrama de Minkowski nos conviene fijar el valor
de v siempre como positivo, para lo cual basta con reescribir
la expresion (8) y desglosarla en las expresiones (9).

f l ale]amlento
9)
f l ale]amlento
reI

donde f = —* > 0 independientemente del sentido de la ve-
locidad relatlva.

Para tratar en un tnico diagrama de MinkowskKi tanto el
acercamiento relativo entre ambos cuerpos como el aleja-
miento relativo entre ellos, se ha de extender el diagrama
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dela figura 11 al espacio-tiempo negativo respecto al origen
espacio-temporal comtin de ambos SRI. El SRI en reposo (S)
se mantiene en el emisor. Hecho esto, aquello referente al
alejamiento relativo permanece en el cuadrante de espacio-
tiempo positivo (cuadrante 2) y lo referente al acercamiento
relativo queda en el cuadrante 3. Esta visualizacion, cuyo de-
sarrollo para el tercer cuadrante queda como ejercicio para
el lector curioso, se muestra en la figura 12.

Fig. 12. Extension del efecto Doppler relativista al acercamiento entre am-
bos SRI. (a) Criterio de signos utilizado. Notese como la velocidad relativa
siempre es positiva y es el tiempo el que determina si hay acercamiento o
alejamiento, pues, en el origen de tiempos comiin, ambos SRI se encuentran
enx=x'=0.(b) Diagrama doble de Minkowski similar al de la figura ante-
rior, pero extendido hacia los ejes negativos. Fisicamente, los ejes negativos
representan la emision de luz de la nave (sistema S, “en reposo”) hacia
la Tierra (sistema S') cuando se produce el acercamiento entre ambas,
mientras que los ejes positivos corresponden al alejamiento relativo entre
ambas. La proyeccion a valores espacio-temporales negativos es necesaria
para poder representar ambos casos en un mismo diagrama de Minkowski
con un origen comun espacio-temporal para ambos SRI.

Comparemos ahora el novedoso cuadrante 3 con respecto
al anteriormente desarrollado cuadrante 2. Se pueden hacer
las siguientes consideraciones:

1. En el cuadrante 3 los frentes de luz se representan via-
jando hacia valores negativos de x, donde se encuentra
el receptor.

2. En el diagrama hemos definido al periodo de la onda
medido por el receptor durante el acercamiento como
T"". Debido a que el receptor (SRI S') se va acercando
segun avanzamos en el tiempo (hacia “tiempos menos
negativos”, segiin nuestro origen de coordenadas), este
recibe los frentes de onda mas “apretados” (menor 7'")
con respecto, tanto al periodo de la onda emitida segin

el SRI S (1), como, en mayor medida, al periodo medido
por S’ durante el alejamiento (t').

3. También aqui el resultado coincide cualitativamente
con el del efecto Doppler no relativista, teniendo en este
segundo caso (acercamiento relativo) una frecuencia
recibida mayor y en el anterior una frecuencia recibi-
da menor. Sin embargo, ambos periodos medidos por el
receptor (7' y ") son cuantitativamente inferiores a lo
predicho por la mecanica newtoniana por un factory (es
esclarecedor observar en la figura 12 que dicho factor y
aparece en la misma posicién independientemente del
acercamiento o alejamiento relativo entre ambos SRI).

Llegados a este punto pasamos a representar de nuevo en
la figura 13 (a) el cociente de frecuencias f'/f, con objeto de
visualizar este ultimo punto, mostrando el desplazamiento
de frecuencia por efecto Doppler en el contexto de la me-
canica newtoniana y en el de la relatividad especial, tanto
para el acercamiento como para el alejamiento relativo en-
tre emisor y receptor (como hasta ahora, situando nuestro
SR en reposo en el emisor). Nétese que una representacion
no relativista (curva discontinua de color violeta), que po-
dria hacerse suponiendo que la onda emitida se desplace a
v=c=3"-10%m/s inicamente respecto al emisor, seria ana-
loga a la de la figura 2. Por supuesto, es una representacion
errénea del problema, que ignora los conceptos fundamen-
tales de la relatividad especial.

Si ahora colocamos el SRI en reposo en el receptor, la curva
del efecto Doppler relativista (figura 13 (b)) es exactamente
la misma que aquella de la figura 13 (a). Por otro lado, como
vimos en la ecuacién (2) y en la figura 3, la curva no relati-
vista si es distinta seglin se mueva el emisor o el receptor de
la onda. Conviene no olvidar que en el fondo de estos resul-
tados subyacen las transformaciones de Galileo en el caso no
relativista y las de Lorentz en el relativista.

Por otra parte, al haber considerado ahora todo el rango
de velocidades posible entre emisor y receptor (pues ningin
ente material puede alcanzar o superar la velocidad de la luz),
la representaciéon muestra que, para que la diferencia entre
los resultados predichos por ambas teorias sea cuantitativa-
mente apreciable, el médulo de dicha velocidad relativa ha
de ser superior a una décima parte de la velocidad de la luz.
La tabla I muestra los valores numéricos obtenidos para el
caso de la figura 13 (a).

Tabla I. Comparativa del cociente de frecuencias emitida y recibida
segtn el calculo no relativista y el calculo relativista en funcion de la

velocidad del receptor (v,) cuando el emisor se encuentra en reposo,
es decir, en el caso equivalente a lo representado en la figura 13(a)

Vs f'/f (no relativista) f'/f (relatividad)

0,1c 0,9 0,905
0,2c 0,8 0,816
0,3c 0,7 0,734
0,4c 0,6 0,655
0,5¢ 0,5 0,577
0,6¢ 0,4 0,5

0,7c 0,3 0,420
0,8¢c 0,2 0,333
0,9¢ 0,1 0,229
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Fig. 13. Relacidén de frecuencias segtin el efecto Doppler no relativista (cur-
va discontinua de color violeta) y relativista (curva de color verde). (a) El
sistema de referencia se encuentra en el emisor, es decir, se asume que el
emisor estd en reposoy el receptor (S') se mueve con respecto a este (como
en los diagramas de Minkowski representados). (b) Andloga representa-
cidn, pero con el SR en reposo en el receptor. Nétese que el segundo caso es
directamente transferible a las sefiales electromagnéticas medidas desde
la Tierra que provienen de estrellas y galaxias lejanas.

En esta comparacion, evidentemente, los resultados re-
lativistas son, para todo rango de velocidades los correctos,
si bien la discrepancia entre ambos es mayor cuanto mayor
sea la velocidad del receptor. El inico valor en el que ambas
expresiones coinciden exactamente es para vy = 0, es decir,
el caso en el que no se produzca efecto Doppler.

Vemos asi que, para comprender completamente el efecto
Doppler, es preciso estudiarlo en el marco de la teoria de la
relatividad especial, no inicamente para el caso obvio en que
las velocidades involucradas sean elevadas, sino para todo el
rango de velocidades posibles. Fuera de este marco se obtie-
ne una interpretaciéon incompleta de, al menos, dos aspectos
fundamentales:

a) El hecho de que no existe ninguin observador privilegiado
con respecto a las ondas electromagnéticas; estas viajan
siempre a ¢ = 3 - 108 m/s. Ello queda bien resaltado en los
diagramas de Minkowski y por la circunstancia de que la
ecuacion del efecto Doppler relativista tiene la misma repre-
sentacion desde ambos SRI mientras que la no relativista es
distinta seguin sea el emisor o el receptor el sistema en mo-
vimiento (respecto al medio en el que se propaga la onda).

b) Aunque los desarrollos que se han expuesto en este ar-
ticulo hasta ahora lo han sido tinicamente acerca de un
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efecto Doppler “longitudinal” (aquel en el que emisor y
receptor se mueven en un Unico eje x), y también existe
efecto Doppler en cualquier direccién con componente
longitudinal no nula, fijémonos en los puntos en los que
no hay componente longitudinal de velocidad entre emi-
sor y receptor, pero si una componente de velocidad per-
pendicular entre ambos. Ahi también se ha de producir un
efecto Doppler, a diferencia de lo que nos indicaria nuestra
intuicion, basada en los diagramas de la figura 1 y la me-
canica newtoniana.

Para estudiar operativamente dicho efecto Doppler trans-
versal podemos adoptar, como en todos los desarrollos ante-
riores, el punto de vista del emisor (por ejemplo, la nave), y,
por tanto, ubicar, ligado a dicho emisor, un SRI S en reposo.
Nos hemos de fijar en qué ocurre en el momento exacto en
el que ambos se encuentran en su minima distancia relativa
y el receptor (por ejemplo, la Tierra) se desplaza en un eje
perpendicular a la linea de vision del emisor (figura 14).

Fig. 14. Adoptado de los SRI para estudiar el efecto Doppler transversal.
De nuevo, situamos al emisor (S) “en reposo” y al receptor en movimiento.

En esta situacion, al igual que ocurria en la ecuacién (7),
los relojes del emisor (S) miden un periodo de la onda mayor
que el periodo medido por el receptor (S'). Al no haber en ese
instante ninguna otra causa que provoque alguna diferencia
adicional del periodo de la onda, tenemos en consecuencia
que se cumple la expresion (10):

ey L
f=vf=—F—
J1-p

En la situacion analizada, dicha contribucién de la dila-
tacion temporal propicia un desplazamiento hacia el azul.
Noétese que en esta expresion el valor de f = v, /c esta elevado
al cuadrado. Tiene sentido, pues el efecto de la “dilatacion
temporal” es el mismo independientemente del signo de la
velocidad, y serd mayor cuanto mayor sea la velocidad trans-
versal del receptor.

Finalmente, comentaremos que en 1907 Einstein propuso
la deteccion de dicho efecto Doppler transversal en el labora-
torio como “un nuevo examen del principio de la relatividad”
[6], involucrando la observacion en dngulo recto de los rayos
anddicos emitidos por un tubo de descarga en movimiento.
Aquellos intentos experimentales fueron infructuosos debi-
do, entre otros motivos, a que pequefias desviaciones angu-
lares del angulo de observacién respecto al haz daban lugar
a cambios de frecuencia por efecto Doppler longitudinal del
orden o superiores al efecto esperado. En 1938, Ives y Stilwell
lograron la primera deteccién del mismo, si bien fue a partir
de un sistema experimental mas complejo, que involucraba

(10)
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la observacion de la onda emitida y su reflexién [7]. Eventual-
mente, con el desarrollo de los aceleradores de particulas, se
pudo verificar el efecto Doppler transversal de forma directa
[8], en los términos que habia planteado el propio Einstein.

6. Conclusiones

Al estudiar el efecto Doppler para ondas electromagnéticas
en el marco de la relatividad especial se contribuye a superar
algunos prejuicios que se pueden arrastrar del estudio mas
habitual de dicho efecto en el marco de la mecanica no rela-
tivista. Concretamente: 1) Se pone en evidencia la necesidad
de evaluar el orden de magnitud de las velocidades involu-
cradas antes de aplicar de manera inconsciente la composi-
cién de velocidades de Galileo y con ello las expresiones no
relativistas del efecto Doppler. 2) Se cuestiona una supuesta
simetria, observada en efecto Doppler no relativista, entre
un observador acercandose a la fuente y otro alejandose de
esta con la misma velocidad. 3) Sale a la luz la existencia del
“efecto Doppler transversal”.

Los diagramas espacio-tiempo de Minkowski son una he-
rramienta accesible y potente para dicho estudio del efecto
Doppler en el marco relativista que puede ayudar a mostrar
con mayor claridad los hechos fisicos involucrados, ofrecien-
do una perspectiva visualmente intuitiva y a la vez profunda
de los mismos.

Este tratamiento del efecto Doppler enriquecido con los
diagramas de Minkowski también resulta 1til para reflexio-
nar y comprender de manera mas profunda el concepto de
la “dilataciéon temporal”, con un ejemplo paradigmatico y, al
mismo tiempo, poco difundido del mismo.
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Efecto Doppler de globos
luminosos y supernovas
de juguete

Eduardo Diaz-Miguel Bermiidez
IES “Salvador Rueda”, Dpto. de Matematicas, Malaga

Se analiza el desplazamiento Doppler de una esfera de
radio variable cuya superficie emite radiacion electromag-
nética. A modo de aplicacién, y con el objetivo de simular
el efecto Doppler en supernovas, situamos mentalmente
una de estas esferas en el universo en expansion. Para
ilustrar el significado de los desplazamientos cosmoldgicos,
Z.osm» Y Observados, z,., de las longitudes de onda que
surgen en el estudio se averigua cual seria el flujo de luz
que un observador esperaria encontrar si en la expresion
que proporciona dicho flujo utilizara z,,, en lugar del valor
correcto, Zgm-

1. Introduccién

En un trabajo anterior [1] estudiamos una generalizacién
del efecto Doppler de fuentes puntuales a focos extensos.
Se consideraba, en particular, el caso de una esfera mévil
de radio variable tal que todos los puntos de su superficie
emiten, de forma coherente, radiacion electromagnética de
una cierta frecuencia. Como aplicacion, en este articulo ana-
lizamos el desplazamiento relativo de longitudes de onda de
estas esferas de luz, que son asimiladas con posterioridad a
“supernovas”.

2. Efecto Doppler de un globo luminoso cuyo radio es
variable

En la figura 1, la trayectoria I' es la que describe el centro, C,
de una esfera cuyo radio en el instante de emision es R(t.),
en donde ¢, es el tiempo en el que todos los puntos de la
superficie )'(t.) emiten simultdneamente frentes de luz esfé-
ricos. Segun el principio de Huygens, la envolvente de dichos
frentes elementales es la superficie que llega al observador
0 en el instante de observacion, t, La velocidad del centro
es V; = X, y el vector de posicidn unitario de O respecto a C
viene dado por

n(t.) = (20 - )?c(te))/wo - Xe(E,

siendo X, y X sus vectores de posicién respectivos. Sea A, la
longitud de onda de la luz emitida por los puntos de la su-
perficie de la esfera en el instante ¢, y f. = ¢ / A, su frecuencia.
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